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1. UMESTO PREDGOVORA

Ovaj udzbenik, s obzirom da obuhvata izabrana poglavlja, potinje neuobicajenom
numeracijom — Poglavljem 2.9 1
Dva valjana razloga postoje za to. Prvi je vise formalan. Naime, sva poglavlja, koja se u
knjizi S. Cantrak, C. Crmojevié: Hidraulika. Teorija, problemi, zadaci®, Gradevinska
knjiga, Beograd 1990. god, nalaze ispred ovog poglavlja, pojavice se u preradenom izdanju
od docenta C. Crnojeviéa. Drugi, bitniji razlog sastoji se u slede¢em. Korisnici navedene
knjige, kao i sam autor, ukazuju na injenicu da njena poglavlia od 2.9 do 2.17
nastavak materije éene sledecim udz ove ediciie:
1. V. Saljnikov: , Statika i kinematika fluida*,
Maginski fakultet, Beograd, 1998. god.
2. V. Pordevi¢: Dinamika jednodimenzijskih strujanja fluida®,
Maginski fakultet, Beograd, 1995. god.
3. S. Cantrak, M. Benisck, M. Pavlovi¢, P. Marjanovi¢, C. Crnojevi
fluida. Teorija i praksa®, Masinski fakultet, Beograd, 1998. god.
S tim u vezi, autor isti¢e da su sa ova tri udZbenika detaljno obuhvacene sledece nastavne
oblasti:

-Mehanika

a) svojstva fluida i dejstvo sila, statika i kinematika fluida,
b)  dinamika jednodimenzijskih strujanja stisljivih i nestisjivih fluida,
) dvodimenzijska strujanja neviskoznog fluida sa reSenim problemima iz navedene
materije pod ), b) i ¢).
Ovim oblastima se oblast
d)  laminamih | turbulentnih unutra3njih i spoljasnjih strujanja fluida,
koja se razmatra u izabranim odeljcima 2.9 — 2.17, sustinski pridruzuje, Sinedi tako sa njima
celinu materije koja se predaje i vezba u okviru razlicitih predmeta i kurseva Katedre za
mehaniku fluida
Na osnovu svega izloZenog, autor se, postujudi i uvazavajudi potrebe i misljenja studenata i
kolega, ipak odluio da se u ovom trenutku udzbenik pojavi bas u ovakvom neizmenjenom
obliku. Ovo treba shvatiti i kao predznak neophodnih buducih napora, kako u
objedinjavanju i osavremenjavanju nastavne materije i udzbenicke literature, tako i u
stvaranju kreativnih nastavnih planova i programa u oblasti Nauke o strujanju.

Beograd, januara 1998. god. Autor

Saglasno novom nastavnom planu i programu ovaj udzbenik obuhvata deo dinamike fluida
koji se predaje u okviru predmeta: Hidromehanika, Mehanika fluida i Hidraulika i
pneumatika. $ tim u vezi je neizmenjenom sadrzaju prvog izdanja knjige ,lzabrana
poglava iz hidrodinamike pridruzen, odlukom Komisije za izdavaku delatnost, skraceni
naslov , Hidrodinamika".

Beograd, marta 2000. god. Autor




Prihvaéen je predlog izdavaca da se odtampa IV izdanje jer je prethodno brzo rasprodato.
Ovo nece uticati na pisanje preradenog i dopunjenog izdanja koje je u toku.

Beograd, jula 2005. god. Autor

Uz peto dopunjeno izdanje
Studenti i kolege su, dosada$njim druZenjem sa ovim udZbenikom, sustinski ukazali na
aktuelnost obuhvacene materije. Autor je, sa velikom zahvalno§cu, uvazio njihove sugestije
za svrsishodno sjedinjavanje nastavnih oblasti iz laminarnog i turbulentnog strujanja sa
nastavnom materijom koja obuhvata nevrtlozZna, tj. potencijalna strujanja fluida. U tom
smislu je V izdanje dopunjeno materijom
3. Dvodimenzijska strujanja nevisk fluida,

koju je autor napisao kao glavu III u k pod tatkom 3.
uvoda ,,1. Umesto predgovora®. Na ovaj nadin je, uz uvazavanje postojece literature, ova
knjiga jo§ je prilagodena kako prougavanj hanike fluida u okviru razlicitih
predmeta Katedre za mehaniku fluida na svim nivoima studija, tako i drugim nastavnim
predmetima i stru¢no-nau¢nim oblastima, koje imaju uporiite u nauci o strujanju.

Beograd, septembra 2012. god. Autor
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Gubitak energije po jedinici duzine moze da se izrazi pomoéu funkeije disipacije
4, koja se u ovom slucaju svodi na izraz n(9v./3y)?, tako da je gubitak energije
jednak

/ ody=rn / (@v2/3y)?dy = (pg sin a)*h* /3,

Ocigledno je da se isti rezultat dobija i kada se neposredno razmatra rad sile trenja
Fx

= v, e = 2, .
[ B =n [ @ejouyien = [ @vsfowras

2.13.22. Popretni presek prstenaste elasticne cevi duzine I, + I, suzava se na de-
onici duzine Iy sa preénika d na preénik di. Suzenje se rasprostire, tj. krece
brzinom v, duz cevi, koja je ispunjena njutnovskim fluidom viskoznosti 7. Pret-
postavlja se da se, kako u suzenom, tako i u proirenom delu cevi, uspostavlja
Puazejevo strujanje. Gubici energije na mestima promene preseka se zanemaruju
a) Koliku razliku pritisaka pu — p: proizvodi ova jednostavna peristalticka pumpa
(sl. 2.13.22)7 b) Izracunati zapreminski protok V; kroz presek A — A. Zadate
velicine su: & = 8 cm, I, = 50 cm, d; = 6 mm, dp = 20 mm, v, = 0,7 m/s,
7=0,1 Ns/m”.

RESENJE: a) Trazena razlika pritisaka saglasno
formulama (2.13.18) iznosi

b 1= (di/da)?
&1+ lhdi/hd}
b) U skladu sa izrazima (2.13.18) izvedenim za

Puazejevo strujanje zapreminski protok odredjen
je formulom (Hagen-Puaze])

—pi = 32nv, = 24,3 mbar.

i’ T Pu=Bi g _ g 1= (R1/Ra)
Vo g = TR T R R
u kojoj je Ri = di/2, i = 1,2. Za date brojne
podatke sledi Vs = 190 cm®/s.

2.13.23. Nestisljiv Njutnouski fluid gustine p i konstan-
tne dinamicke viskoznosti n nalazi se izmedju dve ver-
tikalne medjusobno paralelne ploe, od kojih se leva krece
konstantnom brzinom v; u pozitivnom, a desna brzinom
3 u negativnom smeru z-ose (sl. 2.13.23). Ploce su na
rastojanju h i medijum se nalazi u polju sile Zemljine teze
§. a) Pod pretpostavkom da je strujanje stacionarno,
laminarnoi potpuno razvijeno odrediti onaj gradijent pri-
tiska dp/dz, pri kome se uspostavlja zadati zapreminski
protok V za jediniénu visinu (z = 1) u negativnom smeru
ose z; b) Skicirati kvalitativno raspodelu brzine izmedju Slika 2.13.23.
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zidova za razne protoke. Zadate velicine su p, 7, h, v1,
v, Vig

RESENJE: a) U saglasnosti sa jednacinom dinamicke ravnoteze bilans sila na izd-
vojeni element fluida glasi (sl. 2.13.23)
—gpdzdy + pdy — (p + dp)dy — 7dz + (7 + d7)dz = 0. (1)
Uvrstavanjem 7 = ndv/dy u jednainu (1) dobija se diferencijalna jednacina.
dv/dy? = 1~ (dp/dz + pg),

&ijim se integraljenjem i koriSéenjem granicnih uslova v(y = 0)'= —v i v(y = h) =
v dobija

v(y) =-v2 + [v|+uz—%(:: +P9)]Z+ i (::-Hw)( )2- @)

Zadati protok V u negativnom smeru z-ose definisan je pomocu (2) izrazom (3)

_V—]" )dy = ~vah+ o+ 03 = - d"+ h+ s ) @)
= y:nvw y = ~vzh+ |vy + vz @ e

iz kojeg sledi trazeni izraz 7a gradijent pritiska u funkciji zadatih velisina
dp/de = (120/B)[V + (v1 - v2)h/2] -

b) Profili brzine v(y) za razlicite vrednosti protoka V za slugaj v, = v, kvalitativo
su prikazani na slici 2.13.23.

2.13.24. Cilindriéni rezervoar poluprecnika Ro obrée se konstantnom ugaonom
brzinom w oko svoje vertikalne ose. Tecnost gustine p i viskoznosti 7 nalazi se na
visini h od dna suda du ose obrtanja i istiée kroz horizontalnu cev duzine I i malog
polupreénika R. a) Odrediti zavisnost natpritiska p(z) — p, u cevi od koordinate &
b) Izratunati zapreminski protok V koji pri tome nastaje. Zadate brojne vrednosti
suh=0,5m,1=0,3m, R=0,5mm, Bo=0,2m, 7= 1073 Ns/m’, p = 1 Mg/m’
iw=10rad/s.

RESENJE: a) Pretpostavlja se da je u cevi formirano potpuno razvijeno laminarno
strujanje, tj. da je duzina ulazne deonice I, zanemarljivo mala u odnosu na duzinu
I (videti Odeljak 2.15.)

Osim povrsinskih sila pojavljuje se u ovom sluéaju i masena sila, tj. centrifugalna
sila w?(Ro + ), tako da iz uslova dinamicke ravnoteze izdvojenog fluida u obliku
cilindra infinitezimalne duZine dz sledi, saglasno oznakama na slici 2.13.24, sledeéa
relacija

2nrde - 7(r) + prr’dz -w¥(Ro +z) = 7r? - dp
tj. 27(r)/r = dp/dz — pw?(Ro + z). )
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Ako se za ozacavanje reda velicine koristi simbol "~ O( )" onda se, saglasio
relacijama (4) u problemu 2.17.3., dobijaju zavisnosti

e=#l€l, " ~0(1), v ~O() ¥~ O0l) )

Posto je u jednacini kontinuiteta (2.17.10) 9v3/8z° ~ O(1), onda je i du; /0y" ~
O(1). Odavde sledi red velitine popreéne brzine vy, tj. v; ~ O(c). Pomocu ovog
rezultata i relacija (1) mode se odrediti red velicine svakog od lanova u jednacinama
(2179)

o0 _oof1 i syl

5% ~omo( } )~ omon)~ow, v 2% ~owo (1) ~ow, $E~o),
&%z oy T e 5
S0, 5 ~o0(%) wik uh oo,

8B, 0% 1\ 1 (& 0% 5
Tl ~o(;), (e)z-z + ay-z) ~0(1) = Re ~ O(1/¢%)

(2)
Iz relacija (2) sledi zavisnost (2.17.5) 9p/dy = 0, kao i rezultat da Re-broj treba da
ima najveci red velicine 1/¢2, da bi bio zadovoljen postulat teorije granicnog sloja,
saglasno kome su u graniénom sloju viskozne sile i sile inercije veliéine istog reda.
Kada se u (2.17.9) zanemare svi clanovi ¢iji je red velicine manji od jedan i tako do-
bijena jednatina napise u dimenzijskom obliku, dobija se trazena jednacina (2.17.6).
Pri tome jednacina (2.17.10) prelazi u jednacinu (2.17.7).

2.17.5. Struktura i razvoj graniénog sloja pri prelazu lami-
narnog strujanja u turbulentno

Razvo] profila brzine u granicnom sloju razmatran je u problemima 2.17.1. i 2
graniénog sloja u turbulentni skici-
mz. - takvog mesovitog” granicnog sloja na ravnoj plodi i opisati njegovu
strukturu.

RESENJE: Struktura strujanja u grani¢nom sloju na raznim rastojanjima @ od
prednje ivice plote moze da bude razlicita.

Na slici 2.17.5 prikazana je shema razvitka granitnog sloja na gornjoj povrsi
ravne polubeskonatne ploe pri njenom opstrujavanju viskoznim fluidom. Na
delu z = 23 = I strukiura strujanja u granicnom sloju odgovara slojevitom,
laminarnom strujanju sa raspodelom brzine vz (z,y). Zakon
promene debljine & laminarnog granicnog sloja odredjen je relacijom (2.17.1), t;
81/ ~ 1/v/Rez = 1/\/ves[v, odakle sledi & ~ /. Zbog razvoja graniénog sloJa
i zbog jednacine kontinuiteta dolazi do izvesnog povetanja rastojanja izmedju
strujnica u blizini &vrste povrsi. Usled ovoga nastaje popretna brzina v, &iji je
red velitine dat formulom (5), tj. (5) u problemu 2.17.3. Pored promene debljine
granicnog sloja nastaje i promena rezima strujanja u njemu. Naime, sa porastom
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koordinate & poveéava se i Rejnoldsov broj Re,, éime se narusava stabilnost lami-
narnog strujanja, i ono postepeno prelazi u turbulentno. U prelaznoj oblasti stru-
jnice dobijaju talasast oblik, kao posledicu gubitka stabilnosti, a potom se razvija
stabilno turbulentno strujanje. Rastojanje z) = i1 zavisi uglavnom od intenziteta,
tj. stepena turbulencije spoljasnjeg, neporemecenog strujanja i hrapavosti &vrste
povrsi. Red velizine kritiznog Rejnoldsovog broja Rey = vgo /v, pri kome dolazi
do prelaska laminarnog strujanja u turbulentno, nalazi se u granicama 105 + 108

%
Era Viskozni podsloj
[sLamicarni. graniénil sloj Prelazna oblast| _Turbulentni graniéni sloj

Slika 2.17.5.

Za z > (vRei/ve) formira se turbulentni graniéni sloj, u kome usled fluktuacija

brzine v) i v, dolazi do intenzivnih turbulentnih transportnih procesa. Meha-
m turbulentne razmene i prenosa materije, energije i kolitine kretanja dovodi

do znatno ravnomernijeg profila brzine ¥ (2, ) i znatno vecih gradijenata brzine u

blizini zida, tj. povisi ploce, nego u slucaju laminarnog graniénog sloja. Dakle, tan-

gencijalni napan 25 pcisa ploce anatno je veti u turbulentnom nego larinarnon

sloju jivanje mesta prelaska lami u tur
predstavlja ne samo Leori]ski, veé i veliki praktiéni interes.

Usled turbulentne difuzije i konvekeije dolazi do braeg poveéanja debljine turbu-
lentnog granicnog sloja 6:(z) u odnosu na debljinu & pri laminarnom strujanju.
Turbulencija u graniénom sloju je tipican primer nehomogene, tj. neizotropne
turbulencije. U neposrednoj blizini cvrste povrsi intenzitet turbulentne razmene
se smanjuje, a uticaj viskoznosti raste, tako da se celokupna strujna oblast deli
na viskozni podsloj, turbulentni granicni sloj i spoljasnje neporeme’v ceno stru-
janje. U viskoznom podsloju, &ija je debljina vrlo mala, tangencijalni napon je
odredjen samo viskoznoséu i moze se smatrati konstantnim i jednakim naponu
na zidu, tj. na povrsi plote 7 = prdv./8y = 7. U turbulentnom sloju fluk-
tuacije brzine stvaraju znatne turbulentne tangencijalne napone, dok je uticaj
viskoznih tangencijalnih napona zanemarljivo mali. Spoljasnje strujanje se moze
smatrati potencijalnim, jer je uticaj tangencijalnih napona u toj oblasti veoma
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mali. Granice izmedju ovih oblasti imaju uslovni karakter i odredjuju se unapred
zadatom tatnoséu proracuna. Prikaz ovih oblasti i odgovarajucih profila brzine dat
je naslici 2.17.5. Primenom integralne jednacine kolicine kretanja pokazuje sc da se
debljina turbulentnog granicnog sloja menja po zakonu & ~ 2%/ = z%# (v, primere
217.17. i 19.)

2.17.6. Profili brzine i integralne karakteristike grani¢nog
sloja

Objasniti i nacrtati karakteristiéne oblasti turbulentnog graniénog sloja, kao i pro-
file brzina u turbulentnom i laminarnom granicnom sloju. Napisati izraze za de-
bljinu istiskivanja 8y i debljinu gubitka impulsa 5,

RESENJE: U turbulentnom granicnom sloju, za razliku od laminarnog, struktura
strujanja fluida se menja sa rastojanjem od tvrste povrsi. Strujanje u turbulentnom
granicnom sloju deli se u tri karakteristicne oblasti (v. sl. 2.17.6b): 1 - vilo tanki
viskozni podsloj debljine (0,001 +0,01)5, u kojem je dominantno dejstvo viskoznih
sila, 2 - oblast zidne turbulencije koja predstavlja manji deo potpuno razvijenog
turbulentnog strujanja i 3 ~ oblast slobodne turbulencije koja obuhvata veéi deo
turbulentnog granicnog sloja dalje od zida sve do prelaska u slobodno strujanje van
graniénog sloja. Prelaz iz jedne u drugu oblast je postepen, iako svaka od njih ima
svoja karakteirsticna svojstva. Pri tome prelazna oblast izrazava specifiéna svojstva
prelaska viskoznog podsloja u oblast granitnog sloja sa izfazenom turbulencijom.

, i)

Oblest zida
{utrosnjo oblo

I,
bl

Slika 2.176. a) Debljina graninog sloja & i debljina’istiskivanja ) ; b) Karakteristicne oblasti

Viskozni_podsloj
f

strujanja u turbulentnom grani¢nom sloju; ) Profili brzine i debljina laminamog i turbulentnog
graniénog sloja.

U vrlo tankom viskoznom podsloju tangencijalni napon se malo menja, tj. ostaje
konstantan i jednak naponu na zidu 7, = 7(972/dy)y=o, pa je, u skladu sa Njut-
novom formulom trenja, raspodela brzine u njemu linearna

2

v, = (ru/p)? <= (2.13.48) 1)
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u kome je c, koeficijent otpora pritiska, a Ao je povrdina projekeije opstrujavanog
tela na ravan upravnu na vektor brzine dolazeteg, neporemecenog strujanja (v
problem 2.17.12.).

Vrednosti koeficijenta otpora pritiska za izvesna tela sa ostrim ivicama kod kojih
je, dakle, otpor pritiska dominantan u odnosu na ofpor trenja, date su u tabeli
2.17.11. Koeficijent c, zavisi od Re-broja i oblika opstrujavanog tela. U sluaju
vecih Rejnoldsovih brojeva koeficijent otpora pritiska zavisi samo od oblika tela (v.
tabelu 2.17.11)

Tabela 2.17.11.

Oblik Disk Pravougacna ploca Kruini cilindar sa
opstrujavanog = | upravanna | normalna na struju osom paralelnom struji
tela struju fiuida | sa odnosomn a/b, fuida pri 1/d
Koeficijent otpora ] 00 5
piitiska cp = 1 1,10 [ 1,15 | 1,19 | 1,20 [ 2,01 [ 091 [ 085 [ 07 0.8

Slika 2.17.113.

Skice strujnih slika koje nastaju pri opstrujavanju teretnih motornih vozila sa i bez
prikolice prikazane su na slici 2.17.11.3. Visualizacijom strujanja utvrdjene su ra-
alitite strukture i hijerarhije vrtloga u zavisnosti od oblika vozila i ugla pod kojih se
opstrujava. Drugi crtez na slikama 2.17.11.3a i 2.17.11.3b oznacava osnosimetriéno
opstrujavanje, dok se treéi crtez odnosi na opstrujavanje vozila strujom vazduha
brzine ve, pod uglom . Odvajanje granicnog sloja i formiranje mnogobrojnih
makrovrtloga dovodi do slozenih raspodela pritiska na svim povrsima vozila, koje
2natno poveéavaju acrodinamicki otpor kretanju vozila. Nastajanje graniénog sloja.
sa donje strane izaziva smanjenje brzine i odgovarajuce povecanje pritiska, koji
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dovodi do strujanja vazduha vertikalno navise, Gime se stvara dodatni otpor i
povecana zaprljanost vozila. Veliki uticaj na strukturu strujnog polja i karakter
otpora ima boeni vetar (v.ugao § na sl. 2.17.11.3). Naime, pravilna raspodela
makrovrtloga se narusava, oni se pomeraju ka zavetrinskoj” strani i zapocinju
kretanje du7 botne strane, 3o znatno uveéava oblast Zeonog otpora karoserije i
bitno poveéava otpor.

Slika 27115
Uticaj graninog sloja na opstrujavanje automobila prikazan je na slici 2.17.11.4.
Pokazano je da graniéni sloj formiran na platformi vosila ima dvostruki uticaj
Naime, usled gubitka brzine u granicriom sloju menja se sila acrodinamickog otpora
i polozaj njene napadne tatke (v. sl. 2.17.11.4a), tj. smanjuje se otpor. S druge
strane, medjutim, strujnice se, za debljinu istiskivanja (v. iztaz 2.17.11) pomeraju
vertikalno navise sto dovodi do povecanja sile uzgona i sile otpora (v.sl. 2.17.11.4b -
puna linija oznacava uzimanje u obzir graniénog sloja, dok linija crta-crta oznacava
njegovo zanemarivanje, tj. proracun strujanja neviskoznog fluida). U ovom sluzaju
se menja polozaj zaustavne tatke, protok vazduha, oblast odvajana struje na krovu,
brzina strujanja ispod Sasije automobila, prenos toplote i isticanje izduvnih gasova.
Na osnovu raspodele pritiska zakljuéuje se o veliéini otpora, strukturi i broju makro-
vetloga, kao i o stepenu zagadjenosti kabine i laccuee. Pole atpitala ossisna
je znakom "+, a potpritiska znakom ”-* (v.sl. 2. Vidi se da na karakter
nih parametara. Za sluéaj kabine
koja ima bolje opstrujavani, tj. "strujolikiji” oblik dolazi do smanjenja pritiska
na Geonom delu kabine i stvaranja potpritiska na njenom krovu. Pri tom, ipak,
raste potpritisak na prednjem delu krova karoserije (v.sl. 2.17.11.5a). Kod losije
opstrujavane kabine povecava se pritisak u tackama njene ceone ploe, i istovremeno
se smanjuje oblast natpritiska i potpritiska na prednjem delu karoserije (v
2.17.11.5b)

Raspodela pritiska duz poduzne ose automobila omoguéava da. se proracuna,
odnosno proceni acrodinamicki otpor i uzgonska sila. Raspodela statickog pritiska
u ravni simetrije povrsi sportskog automobila omoguéuje konstruktoru i izbor op
timalnih mesta za postavljanje dovodnih i odvodnih otvora za struju v
resavanje problema ventilacije u vozilu (v.sl. 2.17.11.6)
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101
broj davaca pritiska
Slika 2.17.116. Slika 2.17.11.7.

Na slici 2.17.11.7 prikazana je raspodela pritiska u ravni simetrije na povrsi jedne
prikolice, koja se opstrujava. pod uglom § = 10°.Sa *1 je oznacena proracunska
kriva, a 72" skup djenih taaka. Brojevi od 1 do
65 oznacavaju davace pritiska. Slika pokazuje da odstupanje proratunskih vred-
nosti od eksperimentalnih nastaje uglaviom na delu koji odgovara povsini kiova.
Pomotu raspodela pritiska, tj. ijenta c, u hor ravnima i

presecima zakljucuje se o odvajanju struje i velicini otpora pritiska. Dalja analiza,
medjutim, prevazilazi namenu i okvire ove knjige.

2.17.12. Dejstvo viskozne teénosti na opstrujavano telo. Sila
otpora kretanju tela

VU primerima 2.17.2., 7., 9.-11. je fizikalnost i ¢

sile otpora pri opstrujavanju tela viskoznim fluidom. Na osnovu opsteg naponskog
stanja (v. problem 2.12.7. isl. 2.127ab) i relacija (2.121-4, 14, 17) za vektor
napona odrediti ukupnu silu kojom viskozna teénost deluje na opstrujaan telo

RESENJE: Sila otpora F,, deluje na
telo u praveu brzine neporemecenog
strujanja @, odnosno u praveu kre-
tanja tela (v.sl. 2.17.12). Za slucaj
dozvuénog strujanja fluida sila otpora

se sastoji od sile, tj. otpora trenja £ e
i otpora pritiska Fp. Sila uzgona F ~ ————e=

upravna je na pravac brzine i,
na pravac kretanja tela. Rezultuju-
¢a sila pritiska nije jednaka nuli kao

g1z, Facsile otpora  Fu-sie uzgona




b) Rastavljanjem kompleksnog potencijala

W@+ -D@-1+i)
na realni i imaginami deo pomocu relacijaz + 1 —i=r e®1iz_1+i=r, e/ gde su0, =
=arc (g [(7 = 1)/(x + 1)]i 05 =arc tg [(v + 1)/(x — 1)], dobija se strujna funkcija u obliku

2(1+xy)
Xyt

1 pHi
Y (xp)=arctg +arctg e=ic g

i
x+1

Strujnice ¥ = C su hiperbole (x? — y?) (g€ — 2xy ~ 2 = 0, koje proluze kroz tacke z
kojima su_izvori smeSteni. Nulta strujnica § = 0 odredena je jednacinom y =
slika 13.25 odgovara sl

2u
1/x. Strujna
13.18, samo su izvori razligito razmesteni. Protok i cirkulacija duz:
obuhvata samo jedan i 2 ami
funkeije preslikavanja i iskoriséenja uslova w(z
= 0sledi izraz. za kompleksni potencijal

0.
NZ)i (dW/dz),

Ii#l ;
SED)

W@)= L0 -nz+

oy = 1/2 tj. ima_pravac ose dvopola smestenog u
i smer strujnica, odgovara slici 13.9b, pri
nagibi ose dvopola, polozaji tataka u kojima su dvopoli smesteni kao i poluprecnici cilindara
1j: polozaji zadnjih zaustavnih tagaka w ova.dva analogna strujanja razliciti.

13.26. U strujno polje osamljenog izvora izdasnosti € smestenog u tacki z = — a, gde je
@ >0, postavlien je kruzni cilindar Gija je kontura u kompleksnoj ravni z odredena
jedmaginom x* +y* = R? sa R<a, 2 osu upravna na ravan strujanja.
a) Odrediti kompleksni potencijal w (z) zadatog strujanja,
b) Nati strujnu funkeiju ¥ (x, »), nultu strujnicu, zaustavne tacke i skicirati strujnu
sliku sa smerom strujnica, i
©) Kako glasi funkcija preslikavanja Z = Z(z) kojom se zadato strujanje preslikava u
strujno polje dva ponora jednakih izdasnosti e, smestenih u tackama Z Z=
kompleksne ravni Z.

Resenje:
G .
) Kompleksni potencijal strujanja u polju osamljenog izvora glasi w, (z) = 5= In(z+a)paje
janj i u obliku
W@ = @480 = S a) g @) w
i

gde je g (2) regularna analitieka funkeija izvan kruga |z ISR, Krug Iz 1= R po uslovu zadatka
mora da bude strujnica t]. strujna funkeija ¥ je u tackama kruga jednaka nekoj konstanti za ko-
ju. bez. ogranitenja opStosti. moze da se pretpostavi da je jednaka nuli na osnovu eega sledi

V=lw(s) - W@ )/2i=0 t. w()-w@ =0, zlzl=R,




Ovaj uslov posredstvom (1) moze da se napide u obliku
€ € -
[:; In(z+a) -z @] - [7"— In(z+a) —g(2)]=0, za |z|=R.
Kako u tagkama konture vazi relacija z z=R? to se dobija
(55 e 40 -0 1- 15 n e +0) - g@)=0
—In(— - === —+a) - =
2 z Pz &QIR0:
Odavde sleduje da je na konturi zadovoljen uslov
€ R?
T (s =
e a)-g(@@)=0
iz kojeg, saglasno teoremi jedinstvenosti analitickih funkcija, sledi

2 e ¢
@)= Ry izt S g mlz 3R
2 a 27 2w

Kompleksni potencijal (1) za zadato strujanje glasi

2
W(z)=;;]n(z+a):z+R /a) +§6

— Ina, )
™

Slika 13.26a Slika 13.26b
Iz izraza (1°) proistice da opstrujavanje kruznog cilindra izvorom nastaje kada se strujanju u po-
lju datog izvora superponiraju strujna polja izvora i ponora jednakih izdasnosti smestenih u tac-
kamaz=-R%/aiz=0.
b) Strujna funkcija odredena je izrazom Y = S (05 + 05 — 0,) koji, posredstvom 8, =arc tg
m

(/x), 0, =arctg [ y/(x +R* /)] i 0 =arc tg [y/(x +a)], glasi

e te y (2 +y? —RY)
V= o e R G rax D) Fa
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Nultastrujnica ¢ = 0 definisana jejednacinamay = 0 i x? + 2

=R? . dok su zaustavne tacke s
obzirom na uslov

dw _ € 22 R? =

dz " Tn z(z+a)(z+R%/a)
date saz =t R. Na osnovu ove analize strujno polje je prikazano na slici 13.20a.
¢) Strujanje u ravni Z definisano je kompleksnim potencijalom

W@ == izt )z =1). o)
Iz izraza (1') i (2) posredstvom (13.19) dobija se trazena funkeija preslikavanja koja moze da
se napise u obliku

i RE
REE) SNzl R
Preslikano strujanje prikazuje sl. 13.26b

Napominje se da se ovaj problem jednostavno resava primenom Milne—~Thomson-ove teoreme

(13.22). U ovom slugaju opstrujavanja cilindra izvorom su
R M RE

@=L mera) i & SR )
2m z z

pa je trazeni kompleksni potencijal dat izrazom
e € RZ

W@ =5—In(z+a)+— In(— +a),

@ Ia nieye) 2w ¢ z )

koji je identican izrazu (17).

1327, Zadato je ravansko potencijalno stru;
€=~ 2mu tackiz, =
zyiz, 1
a) Odrediti tacku z, iz uslova da kontura x2 +y?
b) Naci raspored brzine duz konture kruznog cil
tacke i skicirati strujno polje, i
¢) Odrediti funkciju preslikavanja Z = z (z) tako da se u kompleksnoj ravni Z do-
bije strujanje u polju izvora izdasnosti ¢ = 2m i vrtloga cirkulacije I = 27 smestenil u
istoj tacki Zo = | + . Skiciratj strujnu sliku.

ljanje nestisljivog fluida u polju ponora izdasnosti
0§ dva izvora jednakih izdasnosti € = 27 smestenih u tadkama

=1 pripada strujnici ¢ = 7/2,
indra x? + 32 = |, odrediti zaustavne

Resenje:
a) Kompleksni potencijal zbirnog strujanja, posredstvom tabele 13.1. ima oblik
ryr;
In ‘ﬁ_’n(e,w,‘as), (1)
T,

gde suz+2i=r e, z_z =4, 0,

W)= EFWE-z) _
z

i z=t3¢ odnosno 0, =arc tg [(v + 2) /%05 =
Sarctg [ =y )/ (x - x,)] i 85 =arc t8 (v/x), paizraz za strujnu funkeiju glasi



4?4 Q- p) 6 4P) 206 X+, )

F ot —x (P Y20 x-x )
Iz uslova da na konturi x? +y? = | strujna funkeija ima vrednost 7/2 sleduju vrednostix, =0
iy =—1/21j.2, = —i/2, tako da strujna funkcija dobija oblik
S/ GE )
T
iz koga se zakljucuje da osa y i krugx? + 2 = | predstavljaju strujnicu ¢ = /2,

3
¥ (x,y)=arcty ¥

V(X y)=arctg

b) Kompleksna brzina definisana je izrazom

dw/dz = (1 +2%))(z* +li 2,

pa njena vrednost u tackama kruga 0 inosi
o n
dw 8 4 cos 0 i i 0)

4sin0+§

Trazeni raspored brzine duz zadate konture glasi

dcos0
dsin0+5°

S ey
G

€=21>0
=2n>0

W=const.

Zg= 1+

Slika 13.27b

Slika 13.27a

Zaustavne tacke su Zp, p, =44 Na osnovu ovoga sKicirano jo strujno polje na slici 13 27a,
koja prikazuje strujanje oko kniznog cilindra postavljenog u polje izvora (v. zad. 13.26).

¢) Kako je strujno polje vrtloznog vlakna zdruzenog sa izvorom opisano kompleksnim po-
tencijalom



W(Z)‘—‘-(l~i)|n(Z—~]-i), (@)
10 s¢ posredstvom (1) i (13.19) dobija funkeija preslikavanja u obliku

(z+if2)

z=1% EAL: =Dt

z

Razlaganjem funkcije (2) dobija se ¥ = 0 — Inr odnosno r = Cré® saC, =eY, odakle se
zakljucuje da su strujnice loguritamske spirale prikazane na sl. 13.27b. Znak za € i ' od-
reduje smer strujnica,

odgovarajucih ravanskih strujanja oko kruznog cilindra postavlienog u strujno polje
jednolike struje, izvora, ponora, vrtloga ili dvopola. U tom cilju potrebno je transfor-
macijom Zukovskog Z = (z + Iz/z)/2 preslikati iz kompleksne ravni z u kompleksnu
ravan Z

) Krug polupreénika / sa centrom u kooordinatnom podetku,

b) Krug poluprecnika 2 > / sa centrom u koordinatnom pocetku, i

¢) Krug koji prolazi kroz tacku F (1, 0) i poluprecnika L=1(+e), gde je € mala
pozitivna veli¢ina, a centar mu se nalazi u tacki M na negativnom delu ose x.

Slika 13.28a Slika 13.28b

Resenje: ,
2).Kako je za tacke na krugu z = le?” (o se zamenom u transformaciju Zukovskog dobija

z=§(e‘”+e~“’)=zcosa. o)

Odavde sledi da se centralni krug K poluprecnika / preslikava u duz F'y Fy = 2naosi X
(sl. 13.28a, b).

b) Zamenom relaciie z = Le'” u izraz (13.21) sledi 2Z = Le®® + e /1 odnosno 2X =
(L+P/L)cosi2y= (L ~ /L) sin 0. Posle eliminisanja parametra 6 dobija sc jednagi-
na centralne elipse
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2 2
St Xabh o i Yooty )
@4 - P/LY? /4
5 po)uuun\u a=(L+P/L)2 i b=~ P/L)/2 koje zadovoljavaju relacijua + b = L i
? = 2. Prema tome, koncentri¢ni keugovi &y, K.... poluprecnika veceg od / prosli-
Lm,u se u clipse £y, £,.. sazajednickim Zizama Fy i £y
¢) Postedstvom prvog izvoda funkeije (13.21) dZ/dz = (1 <I*/z%)/2 vidi se da su tacke
Fi P sukoordinatama z = £/ singulurne tacke konformnog preslikavanja (13.21) u kojima
i i nije 4. uglu 7 u tim tackama odgovara ugao 27 u tac-
Xama £y i ) ravni Z. Ako se u ravai z posmatraju krugovi ili druge
prolaze kroz samo jednu singularnu tacku, onda zadatim presiikavanjem nastaju
teorfski seroprotii. Kao primer tahvih profila je simetricui seroprofil Zukovskog, koji na-
nastaje konformuim preslikavanjem {13.21) kruga K koji prolazi kroz tacku F i obuhvata
drugu singularnu tacku £ (sl. 13.28¢). Centar kruga K polupresnika /, =/ (1 + €) nalazi'se
u tacki M pomerenoj od koordinatnog pocetka 0 duz realne ose x za velicinu fe. U tom slu-
&aju jednagina kruga K ima oblik

orl e B @
N Xm
E N K
B Mi6/0 Flx &| B 0 GIES
te t e |
2 Yy, =le
2Ymax=313 272

Slika 13.28c

z=—le+(l+e)le?,

gde 0 oznatava polarni ugao tadaka kruga K (sl. 13.28¢). Uvrstavanjem ovog izraza u tran-
sformaciju Zukovskog (13.21) dobija se jednacina preslikanog kruga u parametarskom ob-
liku

1 i !
2~[—15+(1+e)11-‘ + (“’e)cw].

Posle razvijanja desne strane u stepeni red po ¢ i zadrzavanja samo Jineamih Glanova po e,
jer je po pretpostavei € < 1, dobija se
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44U tatkama % §0 - izvori i ponor:( i32x),(0; 2 c0s2p = 1=0,(C> —1)-
ekvipotencijalne linije (za C= 2), Csin2p — cos 2 - strujnice (za C=0
- Bernulijeva leminiskata) kojima takodje pripadaju koordinatne ose.
-2/ [f@FD)], 7,=0 @sl17.17.4).
5.U tatkama (1 % i)/V2 - izvori izdasnosti 2 , u tacki 2=0- ponor izdasnosi -—A.rt u % - ponor
izdasnosti — 4 + 1/r‘ €~ 2cosdp (C>0) linije (zaC <

> > 4 - dve; priveci vrednostima C dobiaju se gotovo kruznice r = c
1/ + 1) - famila srujnica kojima pripadaju takodje koordinatne ose,
simetrale kvadranata i kuznicar=1. Brzine su 7= 2 ({71 = 1)/[z G + D]}, 7, = 0. Tatke & 1i £
su zaustavne tatke.

Polje brzine: 7=

17.18. I"nmelm  principa ummue. 4. metode lika pri fl)nmmlun razlicitih klasa strujanja.
kakoje o Odeljcima 16.
i17.,obilato i isti pri proudavanj if ja. U ovom problemu potrebno
je primenom metode lika formirati strujanja na osnovu zadatih singulariteta, pri demu je u
beskonatnosti i u ugaonim tatkama (temenima uglova pri strujanju u uglovima) brzina jednaka
nuli.
1. Definisati strujanje u prvom kvadrantu Rez > 0, Imz > 0 u polju izvora (1; ¥
2. Odrediti strujno polje u oblasti | z| > 1,Imz > 0sa vrilogom (ia; T'), gde je a > 0.
3. Formirati kompleksni potencijal za strujanje u uglu 0 < argz < /3 za slutaj izvora
(ad™; V), pria>0.
4 Odredm strujanje u prvom kvadrantu Re z > 0, Im z > 0za sluaj: a) izvora (1; ) i ponora
= V) byizvora (1-+i; ) i ponora (0; — 7).

Resenje:
Primenom izvedenih feoreima o pravoj i kruznici (v. izraze (17.8)  (17.14) dobijaju se sledeca resenja:

L w(@) = (¥/2n)In (= 1) + C , gde je C konstanta.

L@@+,

2w@=m N TR @ =1

3wz %ln(zémﬁﬁa
V. =i

4 =X c:
DwE) =g

h)w(z)=%1n(l+zi)+c.
2

17.19. Metoda lika i konformno preslikavanje.
U jednostruko povezanoj oblasti D ogranitenoj konturom L odrediti stujanje  polju vrloznih
viakana zdruzeni sa izvorima | (a,; V,, T)L , k =1,2,.., pri temu &vrsta nepropusna kontura
L predstavija strujnicu. Da lijetakvo strujanje uvek moguce?




Resenje:

Neka funkcija Z = f(z) konformno preslikava domen D u domen jedini¢nog kruga |Z]<1. Tada je
w=W[f)],gdesu

~T,+iV, i
——Ena-Zz)| +c,

n
i Z, = f(a,), pri nepromenjenom uslovu kzl v,
17.20. Preslikavanje kruZnice Loranovim redom u aeroprofil.

Kruznica jediniénog radijusa r, =1 u ravni ke
izvesnu konturu u ravni Z=X+iY pomocu L. oranavogmlu

z=x+iy preslil seu

Z=nz+a1/z+uz/l b W
Nacrtati konturu profila u koju se preslikava kruZnica r,=1, ako se u beskonatnom redu (1)
zadrZe samo tri prva &lana sa koeficijentima 2=109,25 + 2 65i; a, = 90,32 - 2,65iia, =434
— 7,75i. Proratun obaviti birajui tatke na kruznicina svakih 10° .

Resenje:

Kontura krila, tj. traZenog profila prikazana je na slici 17.20. Odgovarajuce, korespondentne tatke
obeleZene su na kruznici i profilu.

Slika 17.20
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