
Татјана Лазовић

Универзитет у Београду
Машински факултет

Београд, 2014.

АБРАЗИВНО ХАБАЊЕ
КОТРЉАЈНИХ ЛЕЖАЈА



 

 

 
 
 
 

Татјана Лазовић 
 
 
 

АБРАЗИВНО ХАБАЊЕ 
КОТРЉАЈНИХ ЛЕЖАЈА 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Универзитет у Београду 
Машински факултет  

 
Београд, 2014. 



АБРАЗИВНО ХАБАЊЕ КОТРЉАЈНИХ ЛЕЖАЈА 
 

Аутор 

Др Татјана М. Лазовић, дипл.инж.маш. 
 

Рецензенти: 

Проф. др Радивоје Митровић 
Машински факултет Универзитета у Београду 

Проф. др Милета Ристивојевић 
Машински факултет Универзитета у Београду 

Проф. др Мирослав Вереш 
Машински факултет, Словачки технички универзитет у Братислави 

 
Издавач: 

МАШИНСКИ ФАКУЛТЕТ УНИВЕРЗИТЕТA У БЕОГРАДУ 
Краљице Марије 16, Београд 

Тел.: +381 11 3370 760 
Факс.: +381 11 3370 364 

www.mas.bg.ac.rs 

 
За издавача 

Проф. др Милорад Милованчевић, декан 
 

Главни и одговорни уредник: 

Проф. др Војкан Лучанин, продекан за НИД 
 

Одобрено за штампу одлуком Декана бр. 270/14 од 24.4.2014. 
 

Техничка припрема текста, илустрације и дизајн корица 

аутор 
 

Тираж 

200 примерака 
 

Штампа: 

Планета принт 
Рузвелтова 10, Београд 

Тел/фаx: +381 11 3088 129 
www.planeta-print.rs 

 
ISBN 978-86-7083-827-7 

http://www.mas.bg.ac.rs/
http://www.planeta-print.rs/


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 Ево моје тајне. Сасвим је једноставна: човек само 
 срцем добро види. Суштина се очима не да сагледати. 

 
Антоан де Сент-Егзипери (“Мали принц”) 

Скица Леонарда да Винчија, 15.век 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Издавање ове монографије је финансијски подржало 

Министарство просвете, науке и технолошког развоја Републике Србије, 
а на основу Другог јавног позива за учешће у средствима за суфинансирање 

издавања монографија у 2013. години, расписаног 20. септембра 2013. године. 

Средства су додељена Решењем о распореду средстава надлежног Министарства 
број 451-032875/2013-14/2 од 22.11.2013. године. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

1 

   
ПРЕДГОВОР 

онографија „Абразивно хабање котрљајних лежаја“ је резултат 

вишегодишњих сопствених теоријских и практичних 

истраживања из области теорије котрљајних лежаја, презентованих у 

магистарском раду „Утицај геометрије котрљајног лежаја на 

расподелу оптерећења на котрљајна тела и крутост“ (2000) и 

докторској дисертацији „Истраживање абразивног хабања котрљајних 

лежаја“ (2007). Осим тога, у монографији је приказан и део резултата 

истраживања спроведених у оквиру пројеката технолошког развоја, 

финансираних од стране Министарства просвете, науке и технолошког 

развоја РС, публикованих кроз велики број тимских научних радова, 

штампаних у међународним научним часописима или изложених на 

међународним научним скуповима. 

У монографији је презентован развијен оригинални математички модел 

расподеле оптерећења на котрљајна тела кугличног котрљајног лежаја 

са радијалним додиром. На Катедри за Опште машинске конструкције 

Машинског факултета Универзитета у Београду, током низа година, 

посебно је истраживан феномен расподеле оптерећења код котрљајних 

лежаја и зупчастих парова. Овим феноменом су се бавили професори 

Слободан Верига и Вера Угреновић-Крсмановић, чији је истраживачки 

рад био подстицај другим члановима Катедре за сопствена 

истраживања. Значајан допринос у овој области, кроз своје магистарске 

тезе, докторске дисертације и научне радове, пружили су професори 

Пауна Обрадовић, Милета Ристивојевић, Радивоје Митровић, 

Александар Субић. У том смислу, посебно се истиче значај 

монографије „Расподела оптерећења – зупчасти парови и котрљајни 

лежаји“ аутора проф. др Милете Ристивојевића и проф. др Радивоја 

Митровића, публиковане 2002. године у издању Машинског факултета 

Универзитета у Београду. У овој научној публикацији је презентован и 
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део полазних истраживања аутора ове монографије Татјане Лазовић, 

започетих током израде магистарске тезе, а у домену геометријских и 

механичких аспеката расподеле оптерећења код котрљајних лежаја. 

Математички модел расподеле оптерећења, који је аутор Татјана 

Лазовић након израде магистарске тезе даље развијала и усавршавала, 

применила је за математичко моделирање абразивног хабања 

котрљајних лежаја у оквиру израде своје докторске дисертације, као и у 

оквиру тимског рада на реализацији истраживачких активности 

националних научних пројеката технолошког развоја, од 2008. године 

до данашњих дана. Резултати ових истраживања управо и чине део 

садржаја ове монографије. 

 
Посебну захвалност за искрену подршку и корисне сугестије, 
изражавам према рецензентима, проф. др Мирославу Верешу са 

Машинског факултета Словачког универзитета  Братислави, као и  
проф. др Милети Ристивојевићу и проф. др Радивоју Митровићу са 

Машинског факултета Универзитета у Београду. 

Колегама и пријатељима проф. др Радивоју Митровићу и проф. др 

Милети Ристивојевићу се захваљујем на постављању основа за моја 

научна интересовања и даљи научни рад и професионални развој, на 

другарском подстреку, разумевању и успешној дугогодишњој сарадњи, 

што је у великој мери допринело публиковању и квалитету ове 

монографије. 

 

 

 

У Београду, априла 2014.                др Татјана Лазовић, дипл.инж.маш. 
              ванредни професор на Катедри за ОМК 
               Машинског факултета 
            Универзитета у Београду  
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1 
УВОД 

татистички подаци из литературе показују да је 75% отказа 

машина последица хабања њихових делова. Стога, повећање 

отпорности на хабање је основни предуслов повећања радног века 

елемената машина, а на тај начин и радног века машина. Повећање 

радног века машинских елемената изложених хабању се може 

остварити развојем одговарајућих инжењерских метода прорачуна. Ове 

методе прорачуна треба да се заснивају на математичким моделима 

који узимају у обзир конструкционе особености делова, хемијске, 

физичке и механичке особине материјала спрегнутих делова, радне 

услове (оптерећење, брзина, учестаност обртања), стање радне средине 

(мазиво, температура, присуство нечистоћа, влаге, течности).  

Зависно од радних услова, узроци и механизми процеса хабања 

машинских елемената могу бити различити. Од почетка развоја 

трибологије – науке о трењу, хабању и подмазивању, дефинисани су и 

проучавани разноврсни видови хабања. Многи од њих су до данашњих 

дана у великој мери расветљени и математички описани. Међутим, 

висок ниво квалификације и квантификације процеса хабања  

достигнут је на једноставним моделима тела у котрљајном и/или 

клизном контакту. Пракса је показала да развијени математички модели 

хабања нису универзални и да се не могу једноставно апликовати на 

случајеве сложених објеката, нпр. котрљајних лежаја, зупчаника [95,96] 
и др. Математички модели хабања за сваки од тих објеката се посебно 

морају кориговати, даље развијати и усавршавати уз респектовање свих 

специфичности наведених машинских елемената, њихове геометрије, 

кинематике и радних услова.  

Котрљајни лежаји су најраспрострањенији машински елементи, без 

којих је немогуће пренети оптерећење, реализовати обртно кретање и 

обезбедити потребну тачност између делова у релативном кретању у 

С 
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ИСТРАЖИВАЊЕ АБРАЗИВНОГ 

ХАБАЊА КОТРЉАЈНИХ ЛЕЖАЈА 

току свог развоја, наука о машинама се обогаћује и проширује 

новим областима чији је настанак диктиран практичним 

потребама. Тако су се први прорачуни машина заснивали на 

кинематској анализи рада машинских елемената и делова у релативном 

кретању. Са даљим развојем машина појавила се потреба за 

прорачуном чврстоће и стабилности. У новије време смо сведоци 

бурног развоја нове области науке о машинама – трибологије. 
Трибологија  је наука о трењу и процесима повезаним са трењем - 
подмазивању и хабању. Као научна дисциплина, трибологија обухвата 

експериментална и теоријска истраживања механичких, физичких, 

хемијских, биолошких и других феномена који прате трење, 

подмазивање и хабање. Термин трибологија је почео да се примењује 

релативно скоро (Lubrication Engineering Group, 1966) [1], иако прва 

теоријска сазнања о трењу и хабању потичу још из античких времена, а 

практични аспекти ове науке се протежу и до Праисторије. 

Историјски поглед на  развој теорије трења и хабања 

Још у време античке Грчке и Старог Рима, било је познато да се 

правилним избором материјала делова у релативном кретању, као и 

подмазивањем уљем, може редуковати трење и хабање додирних 

површина. Након античког доба наступа период од IV до половине XV 

века који карактерише блага стагнација у развоју машина и машинских 

елемената. У овом дугом периоду није било никаквих новина у 

основама трибологије [7]. Епоха ренесансе (крај XV века и XVI век) са 

аспекта развоја технике и инжењерства представља еру LEONARDA DA 

VINCI-ја (1452-1519), који је формулисао прве законе трења. У току 

У 
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РАСПОДЕЛА OПТЕРЕЋЕЊА 

НА КОТРЉАЈНА ТЕЛА ЛЕЖАЈА 

пољашње оптерећење које делује на котрљајни лежај, преноси се 
преко котрљајних тела са једног прстена лежаја на други. 

Расподела оптерећења на котрљајна тела лежаја зависи од конструкције 

лежаја и карактера спољашњег оптерећења. 

С обзиром да се полазна хипотеза истраживања презентованих у овој 

монографији заснива на утицају расподеле оптерећења у котрљајном 

лежају на карактер и интензитет абразивног хабања, неопходно је дати 

кратки преглед теорија расподеле оптерећења на котрљајна тела лежаја. 

SJOVÄLL се 30-их година прошлог века бавио расподелом оптерећења на 

котрљајна тела лежаја са унтрашњим радијалним зазором [52]. 
Претпостављајући да су радни контактни углови на месту свих куглица 

исти и да се у зони оптерећења налази бесконачан број куглица врло 

малог пречника, он је коначне суме у одговарајућим изразима 

расподеле оптерећења заменио интегралима (тзв. SJOVÄLL -ови 

интеграли). На основу SJOVÄLL-овог модела проблем расподеле 

спољашњег радијалног оптерећења на котрљајна тела радијалног 

лежаја решавао је STRIBECK [52], који се ограничио на случај кугличног 

лежаја са нултим радијалним зазором оптерећеног спољашњим 

радијалним оптерећењем у правцу једне од куглица. Добијено решење 

касније је проширено и на случај произвољног положаја куглица у 

односу на нападну линију спољашњег оптерећења. 

Најопштији математички модел расподеле оптерећења на котрљајна 

тела геометријски идеалног лежаја представља модел JONES-а. Он је 

котрљајни лежај сматрао геометријски идеалним, тј. без одступања 

димензија, облика и положаја радних површина спрегнутих делова и на 

основу те претпоставке и применом теорије контактних напона HERTZ-а 

С 



Кинематика контакта спрегнутих делова лежаја 

55 

4 
КИНЕМАТИКА КОНТАКТА 

СПРЕГНУТИХ ДЕЛОВА ЛЕЖАЈА 

неоптерећеном стању кугличног котрљајног лежаја са радијалним 

додиром, котрљајна тела – куглице, које су сферног облика, и 

стазе котрљања, које су тороидалног облика, додирују се у тачки 
(Сл.4.1а). 

 

 

 
а) 

 
 

F F  
б) 

Слика 4.1.  Додир котрљајног тела и стаза котрљања 
 кугличног котрљајног лежаја са радијалним додиром: 
а) у неоптерећеном стању; б) у оптерећеном стању 

Када преносе оптерећење, котрљајна тела и стазе котрљања се 

површински еластично деформишу, тако да се стварно додиривање 

остварује по некој малој, коначној површини (Сл.4.1б). Облик додирне 

површине зависи од облика радних површина делова лежаја у додиру. 

У 
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ПОДМАЗИВАЊЕ 
КОТРЉАЈНИХ ЛЕЖАЈА 

рење je неминовни пратилац рада машина и у већини случајева је 

непожељни процес. Смањење трења се може остварити: 

 избором оптималног конструкционог решења спрегнутих делова; 

 избором материјала са малим коефицијентом трења и високом 

отпорношћу на хабање и 

 адекватним подмазивањем (одговарајућа врста мазива, количина и 

редовна замена мазива). 

Подмазивање представља увођење мазива између спрегнутих делова у 

релативном кретању – стаза котрљања и котрљајних тела. При томе, 

радне површине спрегнутих делова лежаја се раздвајају слојем мазива, 

а њихово трење се замењује унутрашњим трењем у мазиву. Тако се 

релативно кретање контактних површина  остварује са малим губицима 

енергије. 

Увођењем мазива у зону контакта спрегнутих делова постижу се 

следећи ефекти: 

 смањење трења на додирним површинама спрегнутих делова лежаја; 

 заштита радних површина од корозије; 

 побољшање одвођења топлоте; 

 смањење буке; 

 заштита лежаја од продирања нечистоћа из спољашње средине. 

Т 
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МАТЕМАТИЧКИ МОДЕЛ АБРАЗИВНОГ 

ХАБАЊА КОТРЉАЈНОГ ЛЕЖАЈА 

бразивно хабање је површинско разарање које се манифестује 

резањем и браздањем контактних површина у релативном 

кретању – клизању или котрљању са проклизавањем. Зависно од броја 

тела у додиру, абразивно хабање може бити: абразивно хабање два тела 

и абразивно хабање три тела. 

Абразивно хабање у додиру два тела се јавља као последица 

интеракције две контактне површине, нпр. при брушењу и машинском 

резању материјала или када у контакту површина различитог квалитета 

површине и/или тврдоће, неравнине храпаве површине  врше абразију 

глатке површине. 

Абразивно хабање три тела је последица интеракције контактних 

површина у релативном кретању и абразивних честица, које се налазе 

између њих. Дакле, абразивне честице представљају  “треће тело”. 
Абразивно хабање  три тела може бити отворено и затворено [17].  

Отворено абразивно хабање три тела се јавља када се контактне 

површине налазе на великом растојању или када се само једна 

површина хаба јер се креће у маси абразивних честица. Пример 

отвореног абразивног хабања три тела је хабање радних површина 

грађевинских машина при захватању абразивног материјала (земља, 

камен, песак, шљунак, угаљ и др.). 

Затворено абразивно хабање три тела се јавља када се абразивне 

честице налазе између површина у непосредном клизном и/или 

котрљајном контакту. 

У интеракцији са контактним површинама абразивне честице се 

понашају двојако: 

А 
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7 
ЕКСПЕРИМЕНТАЛНА 

ИСТРАЖИВАЊА 

ретходна поглавља обухватају развој математичког модела 

абразивног хабања кугличног котрљајног лежаја са радијалним 

додиром, а у циљу прецизнијег научног описивања појаве абразивног 

хабања котрљајних лежаја. То подразумева квалитативно дефинисање 

утицајних фактора, издвајање најутицајнијих међу њима и 

квантификацију њихових утицаја на карактер и интензитет абразивног 

хабања котрљајних лежаја. 

Помак напред у односу на актуелно математичко описивање феномена 

абразивног хабања радних површина спрегнутих делова котрљајног 

лежаја  је увођење утицаја расподеле оптерећења на котрљајна тела. 

Овај утицај се узима у обзир посредством фактора расподеле 

оптерећења, који обухвата релевантне геометријске утицајне 

параметре: број котрљајних тела и унутрашњи радијални зазор. 

Дефиниција и математички опис фактора расподеле оптерећења на 

котрљајна тела лежаја, као и његова имплементација у математички 

модел абразивног хабања котрљајног лежаја представљају оригинални 

допринос математичком моделирању абразивног хабања котрљајних 

лежаја. Овај допринос мора бити утемељен на експерименталној 

потврди, чији део је и обухваћен планом спроведених истраживања. 

Обим експерименталних истраживања је ограничен са два аспекта: 

материјално-финансијског и временског. Материјално-финансијска 

ограничења се односе на могућности припреме узорака за испитивање 

и њихову количину. Количина узорака је ограничена високом ценом, с 

обзиром да се ради о производу високог нивоа технологије. Временско 

ограничење обима експеримента се заснива на чињеници да су 

испитивања узрока и карактера разарања котрљајних лежаја, тј. 

П 
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