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PREDGOVOR

Osnovni motiv za pisanje ove knjige jesu studenti Masinskog fakulteta u Beogradu
koji slusaju neki od predmeta iz oblasti mehanike fluida, i Zelja da oni lakSe mogu da
prate izucavanje gradiva iz mehanike fluida i da spremaju ispite iz istih. Istorijski
gledano na Katedri za mehaniku fluida MaSinskog fakulteta u Beogradu napisano je
dobrih knjiga: ,,Mehanika fluida” od Konstantina Voronjeca i Nikole Obradoviéa
(1960), ,,Osnovi hidraulike i pneumatike” od Radomira Askovic¢a (1978), ,,Dinamika
Jjednodimenzijskih strujanja fluida” od Vladana Dordeviéa (1986), ,,Statika i kinematika
fluida” od Viktora Saljnikova (1988), , Hidrodinamika” od Svetislava Cantraka (1998),
i druge. U odnosu na navedene godine prvih izdanja ovih knjiga one su dozivele vise
izdanja, ali, nazalost, ve¢ina od ovih knjiga, sticajem raznih okolnosti, odavno nisu
Stampane, 1 nisu dostupne Sirem krugu korisnika, tako da je postojala realna potreba da
se ovaj nedostatak udzbenicke literature nadoknadi, pa sam pocetkom 2013. god. u
svojstvu Sefa Katedre za mehaniku fluida i predmetnog profesora odlucio da pisanjem
ovog udzbenika pokusam da nadoknadim ovaj nedostatak. Koliko sam uspeo, u ovom ni
najmanje lakom zadatku, neka procenjuju sami Citaoci, a meni ¢e biti zadovoljstvo ako
sam bar delimi¢no to postigao.

Pri pisanju ovog udzbenika koristio sam dugogodisnje iskustvo drzanja nastave iz
predmeta koji proucavaju mehaniku fluida ili su naslonjeni na nju. Imajuéi u vidu da su
vremenom kroz brojne Statute MaSinskog fakulteta u Beogradu predmeti koji
proucavaju mehaniku fluida nosili razli¢ite nazive, obime i sadrzaje, odlucio sam da
napiSem knjigu iz mehanike fluida koja nije striktno pisana ni po jednom konkretnom
kursu, pa ni po trenutno vaze¢im predmetima: Mehanika fluida B i Mehanika fluida M,
ali koja po svom sadrzaju pokriva oba ova kursa, ¢ak, delimi¢no, nesto Sire od toga. Ova
knjiga osim studentima moze korisno da posluzi i inZenjerima i istraziva¢ima da
unaprede svoja znanja iz oblasti mehanike fluida.

Kada sam zapoceo rad na pisanju knjige, bez obzira na prethodno pedagosko
iskustvo, nisu se naslucivale teskoce: §ta dati, kako prikazati izlozenu materiju, kako se
jasno izraziti i sl. Pri pisanju ove knjige veoma Cesto sam imao dileme vezane za
redosled tematskih jedinica, dokle i¢i i gde stati, dokle su ,.fluidi” a odakle pocinje
matematika, fizika ili termodinamika, dokle su osnove a odakle produbljena znanja i sl.
Sa pisanjem nisam ,zurio” u zelji da pokrijem sve relevantne oblasti potrebne
studentima i s namerom da je korisnicima izloZena materija razumljivija. Kada se
pogleda konaéni tekst ove knjige on u mnogome ne li¢i na ono $§to sam zami$ljao na
pocetku da ¢e biti, ipak, i u ovom gotovom tekstu knjige ima mnogo toga §to bih rado
menjao ili dopunio.

Proucavajuéi, u toku pisanja ove knjige, brojnu savremenu stru¢nu literaturu sa
veéeg broja svetskih univerziteta lako se dalo zapaziti da je ,,svet otiSao napred”, §to je
nametnulo obavezu da se Mehanika fluida koja se predstavlja naSim studentima
delimi¢no priblizi tim trendovima. Iz istih razloga neke oblasti su detaljnije obradene
nego u dosadasnjim klasi¢nim kursevima mehanike fluida, kao §to su: kinematika fluida,
zakoni odrzanja, teorija slicnosti, dimenzijska analiza, proracun cevovodnih mreza,
hidroudar, teorija grani¢nog sloja, i turbulentna strujanja. U savremenoj literaturi iz
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mehanike fluida koristi se tenzorski racun tako da su u ovoj knjizi, i pored toga $to ne
pripadaju nastavnom programu, date osnove ovog racuna.

Nedostatak ove knjige jeste $to ona treba da pokrije osnovne pojmove i znanja, ali i
nadgradnju iz mehanike fluida, tako da su pojedine oblasti obradivane na neujednacenim
nivoima. To je razlog da su kroz izloZzenu materiju dati i osnovni pojmovi, ali i detaljnije
izlozena pripadajuca teorija, ponekad opsirnije nego Sto to zahtevaju postojeci kursevi
na Masinskom fakultetu. Drugi objektivni ,,problem” jeste Sto su primene mehanike
udzbenik nije ni najmanje jednostavno pokriti potrebe za znanjima iz mehanike fluida
inZenjera iz razli¢itih tehnickih oblasti. Svi ovi elementi uticali su na odluku da se napise
knjiga koja formalno ne sledi ni jedan konkretan kurs, ali koja, nadam se, sadrzi sve
neophodne elemente koji treba da su obuhvaceni kroz jedan univerzitetski udzbenik iz
Mehanike fluida.

Mehanika fluida je klasi¢na nauka, ona je potrebna, lepa i teska, tako da se Citaoci ne
obeshrabruju pri koris¢enju ove knjige, jer je ona podjednako teska i studentima i
specijalistima. Studenti koji budu koristili ovu knjigu ne treba da se plase njenog obima
jer za njihove ispite potrebni su samo neki njeni delovi. Za uspe$no pracenje izloZene
materije iz mehanike fluida potrebna su odgovarajuca znanja iz matematike, mehanike 1
termodinamike. S tim u vezi pitam se: da li knjiga iz mehanike fluida moze biti sa
jednostavnom materijom, osim na elementarnom nivou, i da li je moguce napisati knjigu
iz Mehanike fluida a da ona sadrzi jednostavan matematicki aparat?

U ovoj knjizi u odnosu na prethodna nastavna iskustva na Katedri za mehaniku
fluida neke oznake veli¢ina su promenjene i prilagodene oznakama koje se vecinski
koriste u savremenoj svetskoj strucnoj literaturi. Izvodenja koja su data uglavnom su u
skra¢enom obliku, ali nadam se u dovoljno razumljivom obliku. Na nekim mestima, u
razli¢itim poglavljima knjige neki fenomeni su dva puta obradivani, ali sa razli¢itim
obimom, to je zato da se oni studenti koji slusaju samo osnove kroz kurs Mehanika
fluida B ne opterecuju sa produbljenim prou¢avanjem mehanike fluida. U knjizi nisu
dati primeri, jer se oni nalaze u knjizi ,, Klasi¢na i uljna hidraulika” od istog autora, i u
knjizi ,,Mehanika fluida - Teorija i praksa” od grupe autora: S. Cantrak, M. Benisek, M.
Pavlovi¢, P. Marjanovi¢ i C. Crnojevi¢, u izdanjima MaSinskog fakulteta iz Beograda.

Veliku zahvalnost dugujem recenzentima prof. dr Slobodanu Stuparu, Sefu Katedre
za vazduhoplovstvo, 1 prof. dr Aleksandru Gajicu, Sefu Katedre za hidrauli¢éne masine i
energetske sisteme, na savesno pregledanom tekstu knjige i na njihovim korisnim
sugestijama i preporukama. Posebnu zahvalnost dugujem mom profesoru, akademiku
Vladanu Pordevic¢u koji je smogao snage i odvojio vreme da procita radnu verziju dela
teksta ove knjige, poglavlja od 1. do 6., i koji mi je dao veéi broj sugestija i ukazao na
propuste i nepreciznosti u tekstu. Posebnu zahvalnost dugujem supruzi Ljiljani i ¢erki
Marini koje su mi pomogle oko kompjuterske obrade teksta, i koje su detaljno procitale
tekst ove knjige i ispravile uoCene Stamparske greske.

I pored ulozenog truda da je tekst razumljiv i bez Stamparskih greSaka, svim
¢itaocima koji mi ukazu na nepreciznosti, propuste, ili Stamparske greske unapred se
zahvaljujem. Zapazanja i sugestije ¢italaca bi¢e dobrodosle.

Beograd, novembar 2014. Autor
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PREDGOVOR Il IZDANJU

U ovom izdanju knjige izvrSene su ispravke svih uocenih greSaka i nepreciznosti iz
teksta I izdanja. Radi kompletiranja pojedinih poglavlja u Poglavlju 1. dodato je fizicko
svojstvo povrSinskog napona i kapilarnosti, u Poglavlju 5. kroz obradu sile otpora i
uzgona opstrujavanog tela dodate su osnove aerodinamike sporta i aerodinamike
automobila, u Poglavlju 9. dodato je ta¢no resenje-II Stoksov problem, i u Poglavlju 16.
dodata je teorija ravanskog turbulentnog mlaza.

Beograd, novembar 2015. Autor

PREDGOVOR Il IZDANJU

U ovom izdanju knjige izvrSene su ispravke manjeg broja uocenih Stamparskih
greSaka u tekstu 11 izdanja. Ovo III izdanja knjige ostalo je neizmenjeno u odnosu na II
izdanje, osim Poglavlja 16. u kome je dodat kraéi tekst koji se odnosi na modeliranje
turbulencije.

Beograd, septembra 2018. Autor
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— - - m
P=G+Py=pVg+ mec,-Aiﬁi . (2.44)

i=1
2.9.6. Sila potiska — Arhimedova’ sila

U ovom Poglavlju ¢e se definisati sila pritiska koja deluje na telo koje pliva na
vodi, ili se nalazi potpuno potopljeno u njoj. Ovde je, dakle, re¢ o vaznoj primeni
delovanja sile pritiska na plovne objekte: brodove, ¢amce, podmornice i sl.

Neka se telo tezine G, koje ima zapreminu V, nalazi u tecnosti gustine p, Sl. 2.19.a.
Radi nalazenja sile pritiska koja deluje na potopljeno telo uzmimo element povrSine

telad4 , sa ortom normale 7, na koji deluje elementarna sila pritiska: dP=- pnd4 . Do

rezultujuce sile pritiska dolazi se integraljenjem, ali kako je povrsina 4 na koju deluje
sila pritiska zatvorena, to mozemo sa povrSinskog preéi na zapreminski integral, i tom

Slika 2.19: Tela koja plivaju.

prilikom koristimo Ojlerovu jednacinu: pﬁ =Vp u kojoj je zapreminska sila

‘}7 ‘ = const., posle cega sledi:

P =—§pii dd=—[VpdV =—[pFdV —— | P,=—pVF (2.45)
A 14 4

Sila pritiska 130 koja deluje na potopljeno telo u teCnosti naziva se sila potiska ili
uopstena Arhimedova sila. U najées¢em slucaju kada se telo nalazi u teCnosti izlozenoj
samo zapreminskoj sili Zemljine teze, F= g , opsta Arhimedova sila potiska (2.45) se
svodi na oblik:

P=—pVg —— P, =pVg. (2.46)

* Archimedes (285-212 p.n.e.). Greki fizicar, matematicar 1 inZenjer. On je kao dvorski naucnik u
gradu Sirakuzi dobio zadatak od kralja Hijerona da proveri da li je kruna koju je kralj naru¢io od
Cistog zlata, ili ima primesa i drugih metala. Arhimed je problem resio slucajno u kadi u kojoj se
kupao na osnovu zapazanja da je njegovo telo u vodi lakse za onoliko koliko je teZina istisnute
vode. Odusevljen, Arhimed je, kako legenda kaze, nag istr¢ao iz kade na ulice Sirakuze i vikao
,Eureka“- pronasao sam®. Sa danasnje tacke gledista Arhimed je pronasao silu potiska.



Mirovanje fluida 59

U izrazu (2.46) V predstavlja zapreminu tela, ako je telo potopljeno (Sl. 2.19q), ili
zapreminu potopljenog dela tela ako telo pliva na tecnosti, kao na Sl. 2.19b. 1z izraza
(2.46) zakljucuje se da je sila potiska koja deluje na telo jednaka tezini istisnute tecnosti
i usmerena je vertikalno na gore. Analizom izraza (2.46) sledi vazan zakljucak da: sila
potiska ne zavisi od polja pritiska koje vlada oko tela, tj. ne zavisi od dubine na kojoj se
telo nalazi.

Na telo tezine G koje se nalazi u te¢nosti deluje sila potiska P, . Poredenjem ove
dve sile, zakljucuje se da ako je:
G = P, - telo pliva na te¢nosti, ili u njoj lebdi,
G > P, - telo tone kroz te€nost, ili
G < P, - telo izranja iz te¢nosti sve dok se ne postigne nova ravnoteza sila G =P, .

Koriste¢i silu potiska ¢itav niz prakti¢nih problema mozZe jednostavno da se resi.
Naime, ako je kriva povrs 4 (SL. 2.20a) okvasena te¢noscu gustine p, tada se moze
izdvojiti karakteristicna zapremina V, na ¢ijoj zatvorenoj kontrolnoj povrsi 4, je

sadrzana i povrsina 4 na koju trazimo silu, i nezavisno posmatrati njena ravnoteza. Tom

4

Slika 2.20.
prilikom izdvojena zapremina } ponasSa se kao da je telo te zapremine zaronjeno u

teSnost. Tada na telo deluje sila potiska 130 =—pV g 1ina grani¢noj povrs Ay normalna

sila pritiska I3N = —j iy P n, dA4 . Trazena rezultujuca sila pritiska je:

P=—[piidd=-[piddF | piidd=—§ piidd+ | piidd=—[Vp dV - | piiydd
A A AN A AN V AN (247)
=—[pgdV+Py=—pV g+Py=P,+Py
4

Zbog uvodenja u racun sile potiska, izloZeni postupak se moze nazvati metoda potiska.
Izraz kojim se definiSe sila potiska (2.46) prepoznaje fluid koji se nalazi oko tela
kroz gustinu p, Sto znaci da ¢e sila potiska delovati ne samo na tela koja se nalaze u
tecnostima, ve¢ 1 na tela koja se nalaze okruzena gasom. Dakle, na svako telo koje se
nalazi u fluidu deluje sila potiska. Radi prikazivanja dejstva sile potiska na telo koje se
nalazi u vazduhu, posmatrajmo lete¢i balon ukupne mase m, zapremine V, u kome se
nalazi gas gustine p,, Cija je gustina manja od gustine okolnog vazduha p (p>p,).

Na balon deluju: sila teZine balona G =mg, sila teZine gasa u balonu G, SI. 2.21. i

sila potiska P, =pg(V' +AV), gde je AV zapremina korpe i propratne opreme koja je
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zanemarljivo manja u odnosu na zapreminu balona
(AV << V). Iz jednacine ravnoteze sila:

G+Gg =P,

dobija se zapremina balona
m

P—Pg
u kojoj mora biti gas gustine p, da bi masa m bila u stanju

V=

lebdenja. Ovaj princip se koristi pri upotrebi lete¢ih balona i
cepelina, s tim da bi se silom potiska mogla savladati sila
tezine tela potrebno je da je zapremina u kojoj je gas velika,
S$to znacajno ograni¢ava primenu.

Slika 2.21.
2.9.7. Stabilnost tela pri plivanju

Posmatrajmo jedan plovni objekat, npr. brod, koji se nalazi u pocetnom stanju
mirovanja prikazanom na Sl. 2.22a. Neka je plovni objekat simetriC¢an u odnosu na
vertikalnu osu, i1 neka je raspored fiksnih masa u njemu takav da se teziste C, u kome
deluje tezina G, nalazi na vertikalnoj osi simetrije. Na telo koje pliva na vodi deluje
Arhimedova sila potiska P, =pgl,, gde je V, potopljena zapremina tela, i njena
napadna tacka je u centru potiska-tatka B. Za pocetno stanje ravnoteze plovog tela vazi
uslov jednakosti sila tezine i potiska: G = P, . Medutim, za stabilnost plovnog objekta
nije dovoljno da su vertikalne sile tezine i potiska u ravnotezi, i da se njihove napadne
tacke C i B nalaze na istoj vertikalnoj liniji, zato je uslov stabilnosti plovnog objekta
potrebno posebno obraditi.

a)
Slika 2.22: Stabilnost tela pri plivanju.

Pri plivanju tela slobodna povrs te¢nosti sece plovni objekat po ravnoj povrsi (AOD
sa S1.2.22a) koja se naziva povrsina plivanja, kroz koju prolazi uzduzna osa plivanja O
koja je normalna na ravan crteza. Neka se usled nekog poremecaja plovni objekat bo¢no
nagne za mali ugao o.. Ugao bo¢nog naginjanja o je ugao izmedu ravni slobodnih povrsi
tecnosti u pocetnom polozaju ravnoteze — ravan V, sa Sl. 2.22a i ravni V u nagnutom
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Napisana preko komponenata, u vektorskom i tenzorskom obliku, brzina strujanja je:
0(F,.)=v,i+o, j+0, k=06 ili VFE)=ui+vj+wk, (3.7)
gde su skalarne veliine: v; =dx;/df (i=wx,y,z) komponente brzine. U struc¢noj

literaturi se za komponente brzine: v,, v, 1 v, veoma Cesto koriste oznake: u, v i

y
w, redosledno. Ako je u svakoj tacki prostora poznat vektor v, i ta vektorska funkcija
je neprekidna i diferencijabilna, takvo polje se naziva vektorsko polje —u ovom slucaju
vektorsko polje brzine. Karakteristike vektorskog polja brzine su vektorska linija polja-
strujnica, skalarna veli¢ina divo i vektorska veli¢ina roto. Detaljna analiza teorije
skalarnih i vektorskih polja pripada matematic¢koj teoriji polja.

U zavisnosti od toga koliko koordinata u brzini (3.7), ili uopste u fizickoj velicini
f(x,y,z,0)=0,p,p,T,..., definiSe strujanje, strujanja se dele na:

fCoy,z,t) = 0(x,p,2,0) - trodimenzijska,
Sf(x,p,0) — o(x,y,t) , 0f/0z=0, - dvodimenzijska, i
f(x,2) — 0(x,t), Of/9y=0,0f/0z=0 - jednodimenzijska.

Za ova strujanja koriste se krace oznake: 3D, 2D i 1D, redosledno. Primeri navedenih
tipova strujanja su brojni. Tako npr. strujanje oko stuba mosta koji se nalazi u reci je
trodimenzijsko i nestacionarno; ako jedna dimenzija ne ucestvuje u promeni veli¢ina
stanja, kao npr. kod morskih talasa koordinata koja je po njihovoj duzini, tada se
strujanje smatra dvodimenzijsko; a kod strujanja u cevima merodavna je samo
koordinata koja se poklapa sa osom cevi, pa je ovo strujanje jednodimenzijsko. Prednost
od ovih podela strujanja je velika, jer se od 3D do 1D strujanja fizicko-matematicki
modeli pojednostavljuju i analizu ¢ine manje slozenom.

3.3. STRUJNO POLJE. STRUJNICA. STRUJNA CEV. STRUJNO VLAKNO.

Za poznavanje strujanja potrebno je raspolagati skupom materijlnih veli¢inama
stanja u celom strujnom prostoru: f(#,£) =0, p,p,T,.... Takvo prostorno polje u kome

se u svakoj prostorno-vremenskoj tacki M(r,r) mogu dodeliti materijalne fizicke

skalarne ili vektorske veli¢ine, koje zavise od vektora polozaja 7 i vremena ¢, naziva se
strujno polje, 1 ono se sastoji od skalarnog polja pritisaka, temperature i gustine fluida, i
vektorskog polja brzine. Medutim, u uzem smislu reCi pod strujnim poljem
podrazumeva se samo vektorsko polje brzine. Za opisivanje strujanja strujnim poljem,
koje odgovara Ojlerovom pristupu, koriste se linije koje se nazivaju strujnice, a
potrebno je definisati i strujno vlakno i strujnu cev.

Za definisanje strujnice posmatrajmo jedno strujno polje sa Sl. 3.44, i to u jednom
trenutku vremena, u kome se krece » razli¢itih fluidnih deli¢a FD; (i =1,...,n).

Definicija: Strujnica je prostorno-vremenska vektorska linija polja brzine koja u
Jjednom trenutku vremena spaja razlicite fluidne deli¢e, sa osobinom da se u bilo kojoj
njenoj tacki pravac vektora lokalne brzine poklapa sa pravcem tangente.

Strujnica se joS$ naziva i strujna linija. Razlika izmedu trajektorije i strujnice jeste §to
trajektoriju definiSe jedan fluidni deli¢ u razli¢itim vremenskim trenucima, a strujnicu
¢ine razliciti fluidni deli¢i u jednom trenutku vremena. Trajektorija moze da sece samu
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sebe, a strujnica ne moze. Naime, kod trajektorije isti fluidni deli¢ moze u razli¢itim
vremenskim trenucima da se nade u istoj tacki, medutim, ako bi strujnica sekla samu
sebe to bi znacilo da se u presecnoj tacki nalaze dva razlicita fluidna deli¢a Sto se kosi sa
zakonom o odrzanju materije. U procesima vizualizacije strujanja ono $to u jednom
trenutku posmatra¢ vidi jesu strujnice a ne trajektorije, zato je pojam strujnice veoma
vazan. Kod stacionarnog strujanja trajektorija fluidnog deli¢a i strujnica se poklapaju.
Skup strujnica se naziva strujno polje.

STRUINICA (7=t)

Slika 3.4: Strujnica. Slika 3.5: Emisiona linija.

Vektorskim mnozenjem kolinearnih vektora brzine v i elementa duZine strujnice

dl =dxi + dyj+ dzk dobija se diferencijalna jednacina strujnice:

i ]k
oxdl =0 —> | v, v, v,|=0 — & Yy _& (3.8)
dr dy dz Ux Yy

Jednacina strujnice formalno moze se dobiti i jednostavnije. Naime, komponente brzine
su v; =dx;/dt, odakle sledi da je: df =dx;/v;, pa se primenom za i =x,y,z direktno

dobija jednacina strujnice (3.8). U sistemu jednacina (3.8) samo su dve nezavisne
jednadine, ¢ijim se reSavanjem dobija skalarni oblik jednacine strujnice:

y(x,y,z,t) =const.
iz koga se vidi da su pri nestacionarnom strujanju strujnice nestacionarne prostorne
linije.

Osim trajektorije i strujnice koristi se i emisiona linija (Sl. 3.5), pod kojom se
podrazumeva: kriva linija koja u jednom trenutku vremena spaja sve fluidne deli¢e koji
su predhodno prosli kroz istu fiksnu izvornu-emisionu tacku E. Vremenom emisiona
linija se produzava. Kod stacionarnog strujanja trajektorija, strujnica i emisiona linija se
poklapaju.

U jednom strujnom polju uo€imo zatvorenu krivu liniju L koja ograni¢ava povrSinu
A 1 kroz svaku tacku te krive linije provucimo po jednu strujnicu (SI. 3.6). Na ovaj
nacin dobijena je povr§ 4, koja predstavlja omotac jedne cevi. S obzirom na to da je

povrsina omotaca sastavljena od strujnica, koje prolaze kroz tacke zatvorene konture,
ona se naziva strujna povrs, a cev koju ona formira naziva se strujna cev. Dakle, moze
se jednostavno kazati: strujna cev je ona cev ¢iji omotac cini skup strujnica. Vazna
primena strujne cevi jeste ta $to u specijalnom slu¢aju ona moze da se primeni na
stvarne geometrije cevi i kanala kroz koje se odvija strujanje, s tim da tada omotac
strujne cevi predstavlja zid cevi, tj. ¢vrstu granicu. Vazno svojstvo strujne cevi jeste da
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je protok fluida kroz njen omotaé jednak nuli. Naime, kako je jednacina strujnice

7xdl =0, a vektor duZine strujnice d/ ortogonalan na ort n normale povrSine
omotaca ( dl L7 ), to sledi da je skalarni proizvod vektora:

dl =0 —> B-7i=0.
Clan 7-7 je sastavni deo izraza za protok fluida, pa ako je on nula onda je i protok

fluida kroz omotac¢ strujne cevi jednak nuli ( VO =0).

7

B

Slika 3.6: Strujna cev. SI. 3.7: Strujno vlakno.

U proizvoljno izabranom poprecnom preseku B-B strujne cevi povr§ine A5 sa Sl.
3.6 neka fizicka veli¢ina, npr. brzina, je promenljiva, ali ako na povrSini 4z uo¢imo
elementarnu povrsinu d4 , tada su promene fizi¢kih veli¢ina na njoj zanemarljivo male
tako da se one smatraju konstantnim (v. Sl. 3.7). Tada moze da se definiSe strujno
vlakno pod kojim se podrazumeva strujna cev elementarno malog poprecnog preseka u
kome su sve fizicke veli¢ine konstantne. Ako je strujno vlakno nizstrujno promenljivo
tada se i strujne veliine od preseka do preseka menjaju, ali u jednom popre¢nom
preseku one su konstantne. Prednost od koris¢enja strujnog vlakna jeste §to strujanje duz
njega ima jednodimenzijski karakter, a primenjene jednacine su algebarske.

Do strujnog polja u konkretnom slu¢aju dolazi se proracunom strujanja. Medutim,
ve¢ je navedeno da se strujno polje moze dobiti vizualizacijom strujanja. Na SI. 3.8
prikazano je strujno polje skupom strujnica oko automobila dobijeno visualizacijom
strujanja dimom. Najveca laboratorija jeste sama priroda i u njoj se moze naiéi na
brojne fascinantne prizore vizualizacije strujnih polja. Tako je na primer na Sl. 3.9

Slika 3.8: Laboratorijska vizualizacija dimom strujanja  Slika. 3.9: Erupcija vulkana
oko automobila (http: /www. autospeed.com). Eyjafjallajokull na Islandu
14.04.2010. god.
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u kojoj je Vi=A=0?%/ E)xl-z Laplasov operator. Jednacina (3.75) se naziva Laplasova
diferencijalna jednacina, koja u razvijenom obliku, u Dekartovim koordinatama, glasi:

2 2 2 2
0 00, 00.%%9 ,, (3.76)
ox; ox~ oy° oz
a u polarno-cilindri¢nim koordinatama: r, 6 i z je:

2 2 2
1 1
np=20 100, 1570 070 (3.77)
or? ror ot o2t

anjena resenja ¢(x,y,z) = const. su harmonijske analiticke funkcije.

Ap =

3.12. VRTLOZNA | NEVRTLOZNA STRUJANJA

Vektor vrtloznosti definisan je izrazom (3.66) kao: 2®=rotv. Na osnovu

vrednosti vektora vrtloznosti uvodi se kinematska podela strujanja na:
®=0 — roto=0 -nevrtlozna strujanja, i }

o#0 — rotov=#0 -vrtloZna strujanja. (3.78)

Kako se vektor @ odnosi na fluidni deli¢ a ne na fluidni prostor, to se navedena podela
odnosi na rotaciju, ili ne, fluidnog deli¢a. S obzirom na to da vrtloZznost @ definiSe vek-
torsko polje, to po analogiji sa vektorskim poljem brzine gde postoje: strujnica, strujno
vlakno i strujna cev; uvode se pojmovi: vrtlozne linije, vrtloznog vlakna i vrtlozne cevi.

=t

FD,

S1. 3.26: a) Vrtlozna linija, b) vrtlozna cev, ¢) vrtlozno vlakno, 1 d) vrtlozni prsten.

Vrtlozna linija ili vrtloznica je prostorna vektorska linija vrtloznosti koja u jednom
trenutku vremena spaja razlicite fluidne deli¢e, sa osobinom da se u bilo kojoj njenoj
tacki pravac vektora lokalne vrtloznosti poklapa sa pravcem tangente na tu liniju.
Jednacina vrtlozne linije (v. Sl. 3.264) je:
- 7 dx d dz
oxdl =0 —» XX _E (3.79)
0y 0, o
Ako uocimo neku povrSinu A4 i kroz svaku tacku zatvorene konture koja ogranicava tu
povrsinu provu¢emo po jednu vrtloznicu dobijamo vrtloznu cev, Sl. 3.26b. Dakle, zid
vrtlozne cevi ¢ini skup vrtloznih linija. Ako se poprecni presek vrtlozne cevi svede na
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elementarnu povrSinu poprecnog preseka d4 sa Sl. 3.26¢ tada se vrtlozna cev svodi na
vrtlozno vlakno, koje se definiSe kao: vrtlozno viakno je vrtlozna cev elementarno
malog poprecnog preseka sa osobinom da se vektor vrtloZnosti u poprecnom preseku ne
menja. Ukoliko je vrtlozna cev zatvorena (Sl. 3.26d) tada se ona naziva vrtlozni prsten.
Koristeéi definiciju protoka vektora brzine, izraz (3.18), definiSu se protoci vektora
vrtloZznosti kroz vrtlozno vlakno 1 vrtloZznu cev, kao:

dV,=e-idd —> V,=[®-7idd. (3.80)
4
U slucaju da se nalazimo na zidu vrtlozne cevi, Sl. 3.26b, protok vektora vrtloznosti je:
Vo =[®1i,dd=0
4

jer su vektori vrtloznosti @ i orta normale 1, ortogonalni (® L n, ), pa vazi: ®-7n, =0.

U teoriji vektorskih polja poznato je da za neki vektor v vazi: div(rotv) =0, pa
ako je U vektor brzine sledi da je:

div(rotv) =2divo=0 ——> divo=V-:0=0 (3.81)

odnosno da je polje vektora vrtloznosi ® solenoidno.

Slika. 3.28: Vrtlozne cevi iza aviona.
(http: //www.Airliners.net )

Slika 3.29: VrtloZna struktura
viskoznog strujanja iza stuba mosta
koji se nalazi na reci Tibar u Rimu.

Primeri vrtloznih strujanja u prirodi su brojni i cesto vidljivi golim okom.
Navedimo nekoliko primera vrtloznih strujanja, i to: vrtloznu cev kod tornada (SI. 3.27)
koja predstavlja prirodni fenomen, vrtlozne cevi iza krila aviona (S1. 3.28), 1 vrtlozna
struktura strujanja iza stuba mosta u reci (S1. 3.29).
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postize ili smanjenjem koeficijenta otpora Cj,, ili zauzimanjem takvog polozaja tela

koji daje manju frontalnu povrSinu 4. Na smanjenje koeficijenta otpora ili povrSine
otpora bicikliste uti¢u faktori: polozaj tela, ruku i nogu, geometrija bicikla, oblik kacige,
kvalitet odeée i1 td. Za svakog sportistu ponaosob treba naci optimum izmedu
raspolozive snage, aerodinamike i ergonomije, jer ne mora da znaci da je najpovoljniji

Polozaj Cp [Cn'i% Biciklista PoloZaj [Cn[;[?

Covek u 10~ .
stoje¢em 9 3 0,5+1,04 Ekipna
polozaju b voznja
Biciklista 100 % Tl % 64 % 64 %
Rekreacija, 1,15 | 0,632 Vornja u 3 YOS
uspravno grupi — T ABAE
Amaterska | 0.40 — peloton [} %% -
voznja ’ 100-5 % t_o61#6%

Skijanje ..
Do‘tzro . 0.88 | 0317 Jan) Polozaj CD?
spustent [m’]
Potpuno % 0.83 | 0209 | |Skuanie ﬁ 0,16
spusteni @) spust
Sastre 0725 - Skl-]rtlje ﬁ 0’20
(2008) 2026 spus

Skijanje 5 0,26
Indurain
(1994) 0,65 | 0,2441 Amatersko

skijanje - 0,29-

vertikalan 0,33
?lzr;:) polozaj
supermen 0.5 10,1720 Cp(a,B,y) =0,56 + 1,21
pozicija A4=0253 0367 m?
Boardmann Ski skokovi
(1996),

0,55 | 0,1838

supermen
pozicija

Plivanje 0,58+1,04
Tandem 0,50 0,18 Plivanje

- start 0,48

Tabela 6.5: Koeficijent otpora ili povrsina otpora nekih karakteristi¢nih acrodinamic-
kih polozaja tela u sportskim disciplinama: biciklizmu, skijanju, skijaskim skokovima

i plivanju.
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aerodinamicki poloZzaj konforan pri takmifenju. Treba napomenuti da vrednosti
koeficijenata otpora za pojedine sportske polozaje bicikliste date u tabeli T 6.5 lako se
menjaju za nekoliko procenata promenom polozaja tela, ruku, lakata, kolena, nagiba
glave, oblika kacige, geometrije bicikla i sl. Oko usamljenog bicikliste strujno polje je
najnepovoljnije, §to znadi da je na ¢eonoj strani povecéan pritisak, a iza je vrtlozna zona
u kojoj je potpritisak-pritisak za 100 do 300 Pa manji od atmosferskog pa ¢eoni pritisak
i potpritisak iza daju sile pritiska istog smera, §to jasno povecava deo sile otpora koji
poti¢e od pritiska. Deo sile koji poti¢e od pritiska je dominantni deo sile otpora, a
ukupnu silu otpora dopunski povecava deo koji potice od viskoznog trenja. U odnosu na
usamljenog biciklistu kada je strujno polje najnepovoljnije, 1 najveca sila otpora, za
ekipnu i grupnu voznju (peloton) strujna slika se menja $to utice na znacajno smanjenje
sile otpora i uStedu energije biciklista koji su u redovima iza cela grupe. Naime, iza
prvog bicikliste formira se vrtlozna zona u kojoj je pritisak manji, samim tim biciklisti u
grupi su u povoljnijem strujnom polju Sto utice na smanjenje sile optora. Zbog promene
polja pritiska iza bicikliste na ¢elu grupe usled prisustva biciklista iza ¢ak 1 njegov napor
se smanjuje do 5% u odnosu na usamljenu voznju.

6.2.1.5. Aerodinamika automobila — koeficijent otpora automobila

Na telo - motorno vozilo: automobil, kamion ili autobus, koje se krece kroz fluid,

prema izrazu (6.7), deluje ukupna sila koja se razlaze na sile otpora i uzgona:
F = ﬁ D+ ﬁ L -

Sila otpora — izraz (6.9) deluje u pravcu kretanja vozila i suprotnog je smera od smera
kretanja, a sila uzgona je ortogonalna na nju, i ona moZe biti usmerena od tla ka voziluu
slu¢aju standardnih putni¢kih automobila, ili ka tlu kod trkackih automobila i formula
F1. Snaga aerodinamickog otpora vozila koje se kre¢e kroz vazduh brzinom v jednaka
je proizvodu sile otpora i brzine kretanja:

3
P=Fy=CpA % :

odakle sledi da je snaga proporcionalna kubu brzine. Za vozila koja se krecu
aproksimativno 50+60 km/h sila aerodinamickog otpora je priblizno ista kao i
rezultujuéa sila trenja, a za vece brzine od ove, §to je uobicajeno u drumskom
saobracaju (90+130 km/h), sila aerodinami¢kog otpora vozila je dominantna i najveci
deo energije se tro$i na savladavanje aerodinamickog otpora. Radi ustede goriva
neophodno je smanjiti silu otpora, odnosno koeficijent otpora C;,, ili povrSinu otpora

CpA . Aerodinamicki koeficijent otpora vozila - C,, takode se moze shvatiti i kao

»mera“ dizajna vozila. Imajuci u vidu da je sila aerodinami¢kog otpora vozila definisana
izrazom (6.6), tj. (6.7), kao integral po celokupnoj povrsSini vozila, to sledi da na
koeficijent otpora uti¢u brojni geometrijski faktori: oblik vozila, retrovizori, branici,
blatobrani, izbacena svetla, stabilizatori, krovni nosaci, oblik poda, rastojanje od poda
do tla i td. Posebno je vazan zadnji deo vozila jer se tu formira vrtloZzna oblast koja ima
znacCajan uticaj na vrednost koeficijenta otpora pa se zato obliku i svim geometrijskim
detaljima ovog dela vozila posvecuje dosta istrazivacke paznje. Aerodinamika vozila je
posebna disciplina mehanike fluida koja ima za cilj da se za dati tip vozila,
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eksperimentalno u aerotunelima ili primenom CFD proracuna, dode do oblika koji daje
manji koeficijent otpora. Eksperimentalna istrazivanja automobila, kamiona ili autobusa
u aerotunelima obavljaju se ili na maketama ili na samim vozilima.

ﬂ\ ® Razni modeli
1,0 4 G sl I _ o Volkswagen
1 - - 4 Citroen
c 0,9 + o) v Renault
= 0,8 ] o Peugeot
0,7 4
0,6 4
1 Aproksimativha
0'5__ kriva
0,4 4
0,34
0,2 - . ¥
014 ——__ ;’r c,=013 AN Ford Probe V
=L @ C_=0,137
0,0 :

—T T T T T T T T - T "~ T T 1
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Godina proizvodnje
Slika 6.7: Istorijski trend promene koeficijenta otpora automobila.

Na Sl. 6.7 prikazana je vrednost koeficijenta otpora za standardne oblike putnickih
automobila u funkciji od godine prvi put proizvedenog modela. Sa ovog dijagrama se
vidi da se u prvim decenijama proizvodnje automobila, osim eksperimentalnim
vozilima, o aerodinamici nije vodilo rauna. Pravi intenzivan razvoj aerodinamike
vozila pocinje 70-tih godina XX veka, a zahtevi za ostvarivanjem optimalne geometrije
su direktno uticali na novi dizajn vozila i na razvoj novih tehnologija primenjenih u
automobilskoj industriji. Razli¢iti tipovi automobila, koji su od istog ili razli¢itih
proizvodaca, imaju razlicite vrednosti koeficijenta otpora koje leZe u jednom pojasu oko
jedne aproksimativne krive koja ovuhvata vrednosti sa +15 %. Za aktuelne tipove dobro

oblikovanih putnickih automobila, ne racunajuci eksperimentalne automobile - oblast
ispod Srafiranog pojasa, vrednost koeficijenta otpora je 0,28+0,35, a povrSine otpora
0,25+0,85 m”. Kod sportskih automobila osim sile optora takode je vazna i sila uzgona.
Sa aspekta sile otpora aerodinamika sportskih automobila je nepovoljnija u odnosu na
putnic¢ke automobile i koeficijent otpora je veéi, a za formule F1 jo§ veci sa vrednostima
0,70+1,1. Kod sportskih automobila ugraduju se stabilizatori, ili acroprofili, koji imaju
za cilj stvaranje negativne sile uzgona koja dopunski povecéava prijanjanje vozila na tlo.
Kod drumskih vozila kamiona i autobusa koja su namenjena za transport robe i
putnika na velikim rastojanjima aerodinamici vozila se posvecuje posebna paznja kako
bi se ostvario §to manji koeficijent otpora i Sto veca usteda u potrosnji goriva. U tu
svrthu kod celine kamion-prikolica vodi se racuna o prakticno svim geometrijskim
detaljima koji uti¢u na koeficijent otpora, a tu su posebno interesantni: usmeriva¢
vazduha iznad kabine, rastojanje izmedu kamiona i prikolice koje treba da bude §to
manje, ugradnja usmerivaca vazdus$ne struje u prostoru izmedu kamiona i prikolice ili na
bo¢nim, ili zadnjoj strani prikolice, oblikovanje donjeg dela prikolice i td. Na Sl. 6.8



Dvodimenzijska strujanja neviskoznog fluida 221

2 2

R .
(. =Uoo(1——200529) ; v, =—voo—zsm26 ,
r r

R? R* |
vr=vw(1——2)0056 ; ve=—vw(l+—2)sm6 ,
r r

sa kojima se odreduje intenzitet brzine u tacki definisnoj koordinatama » i 0 :

v R R
()% = (252 + (D)2 =1-2(5) % c0s 20+ () . (8.85)

Voo o (7 r r
Koristeéi izraze (5.13) 1 (8.85) odreduje se bezdimenzijsko polje pritiska — koeficijent
pritiska na opstrujavanom telu, za r =R i v,.(R)=0:

- R
¢, @)=L L2 (2 2By ggine (8.86)
PV, /2 (4 Uy
Izgled ove trigonometrijske funkcije dat je na SI. 8.25, s tim da su neke karakteristi¢ne
vrednosti:
c,(0)=1; c,(m)=1,c,(3n/2)=-3 yA

a njene nule su za:

T 5w
c, (=0 - 0,=%2— ; 0,=1—,
p() 1 6 2 6

a kriva ¢, (8) je simetri¢na. Teorijski dobijeno

bezdimenzijsko polje pritiska (8.86) vazi za

neviskozno strujanje fluida oko cilindra. L g

Medutim, kada se u obzir uzme viskoznost ¢, (0) \

fluida, tada dobijeno reSenje vazi za Re<5, a ol i o

za vele vrednosti Rejnoldsovog broja iza Re =6,7x10°
opstrujavanog cilindra sa promenom Re broja 5
odstupanja su znacajna zbog sloZenije strukture R A o Re = 8’4X12
strujanja koju model neviskoznog fluida ne - ‘ Re =11x10
moze da obuhvati. Na ¢eonom delu cilindra, u ol : \

blizini prednje zaustavne tacke, model

1 A2
neviskoznog fluida daje rezultate kao i model ¢p =1-4sin" 0

JETRVEIN

strujanja realnog fluida. Zbog simetri¢nosti , :

polja pritiska na kruznom cilindru, komponente T 5 I L

sile pritiska su: 6 2 6
P,=0 ; P,=0. Slika 8.25.

Na osnovu dobijenog rezultata sledi da pri potencijalnom aciklicnom opstujavanju kru-
znog cilindra ne postoji ni sila otpora ni sila uzgona. Nepostojanje sile otpora pri
neviskoznom opstujavanju tela naziva se Dalamberov (d'Alembert) paradoks.

8.2.13. Opstrujavanje kruznog cilindra sa cirkulacijom

Kada postoji cirkulacija opstrujavanje kruznog cilindra naziva se ciklicno
opstrujavanje. Neka su dva osnovna strujanja acikli¢no opstrujavanje kruznog cilindra i
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usamljeni vrtlog smesten u koordinatnom pocetku sa rotacijom u smeru kazaljke na satu,
vrednosti cirkulacije —I'. Za ova dva strujanja kompleksni potencijali definisani su
izrazima (8.81) i1 (8.56a), pa se metodom superpozicije dobija kompleksni potencijal
rezultujuceg strujanja:

R T
W(Z)=W{+Wy =04 (z+ —)+i— Inz. (8.87)
z 21
Transformacijom ovog izraza na oblik:
2 2
R r R™ . r
w(r,0)=v,r(1+ —)cos0—— 0+i| v, r(1-——)sinO+— Inr
rZ 2n r2 2n
odreduju se potencijal brzine i strujna funkcija:
2 2
0(r0)= 0, r(1+ X )cos0——— 0 : y(r0)= v r (-2 )sin0+——Inr . (8.88)
r2 2n r? 2n

Posmatrajmo specijalnu strujnicu (r,0)= const. koja predstavlja zatvorenu krivu liniju
— krug polupreénika =R, Cija je jednacina: (I'/27)In R = const. Iz (8.87) dobija se

kompleksna brzina:

2
SR U S o
N R ) 2nr21 R r1 (5.89)
=0, [1-(=)* cos20]+ ——sinO+i {voo(—)2 sin20+——cos 6}
r 2nr r 2t r

i njene komponente su u pravouglim koordinatama:
v, = vw[l—(£)2 cos26]+L lsinG NS vw(£)2 sin26+L lcose .
r 2 r r 2 r
ili u polarnim koordinatama:
R R . r 1
0, = V[1=(—)?]cos® ; vg=—0v,[1+(—)*]sin0—— — . (8.90)
r r 2 r
U grani¢nom slucaju kada z — oo, iz (8.89) se vidi da brzina strujanja tezi brzini v,
neporemecene pravolinijske horizontalne jednolike struje. Da bi odredili polozaje
zaustavnih tacaka na cilindru definisane ugalovima: 0,7 =—f 1 6,7 =n+ Koristi se

obimska komponenta brzine: vy(R,B) =0, pa iz (8.90), sledi da vazi:

sin=T/4Rnov, , (8.91)
ili iz (8.89) za v = 0 sledi kvadratna jednacina:

2 +i r z-R*=0

2T0,,
¢ija su reSenja:
T 2 I o
Zy, =—i + |R —(—)".
12 4rv,, (4757)00)

Gde se nalaze zaustavne tacke zavisi od vrednosti cirkulacije, tj. diskriminante:

A=R%- xT/ 475000)2 , 1u tom smislu razlikuju se tri moguca slucaja:
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a)

W = const.

1)) ¥ @

/ZTS\—
I'<4nRo, I'=4nR v, I'>4nRv,,

Slika 8.26: Cikli¢no opstrujavanje kruznog cilindra.
a) Kada je diskriminanta pozitivna: A >0, tada je cirkulacija ' <4nR v, zaustavne

tacke ZT; 1 ZT, se nalaze na cilindru i odredene su kao:

. I } 2 I o . I } 2 I o
zp =i — R —(—)" ; zy=-i +. /R —(—)° .
: 4nv,, (471'?700 ) 2 4no,, (4717)00 )

i one su simetriCno rasporedene u odnosu na y osu definisane uglom
B=arcsin(l"/4n R v,). Strujna slika koja se odnosi na ovo ciklicno opstrujavanje

kruznog cilindra prikazana je na Sl. 8.26a i ona je simetricna u odnosu na y osu. Ako bi
vrednost cirkulacije rasla polozaj zaustavnih tacaka na telu bi se menjao, i u specijalnom
slucaju kada cirkulacija dostigne vrednost I' =4 R v,, zaustavne tacke ZT, i ZT,

slile bi se u dvostruku zaustavnu tatku ZT; sa Sl. 8.265 (slucaj b).
b) Ako je A =0, tada je cirkulacija:

I'=4nRv, , (8.92)
a na cilindru postoje dve zaustavne tacke koje se poklapaju ( ZT; = ZTy ) i koje leZe na
y osi u tatkama z3 4 =—il'/4mo,,, sa koordinatama: x34 =0 1 y34=-T/4nv,. U

ovom slucaju strujna slika izgleda kao na SI. 8.2654.

¢) Za vrednost cirkulacije T'>4nR v,, diskriminanta je negativna A <0, a reSenja su

kompleksni brojevi:

. T 2 r o .. T / 5 r .
Ze =—i + |IR® —(——— D Ze =—1 - |IR® = (——— )
> [4ch00 ‘ (4ch00 ) ‘] 6 [475% ‘ (47woO ) ‘]

Obe zaustavne tacke se nalaze na negativhom delu y ose: ZT, unutar kruga, pa zato

njen poloZzaj nije interesantan pri daljoj analizi; i ZTs je van kruga. Strujna slika koja se
odnosi na ovaj slu¢aj strujanja data je na Sl. 8.26¢.

Dobijena reSenja ciklicnog opstrujavanja cilindra su za negativou vrednost
cirkulacije (I' < 0), medutim, ako je cirkulacija pozitivna (I" > 0) tada se kao reSenje
dobija identi¢na strujna slika kao na Sl. 8.26¢, ali simetri¢no zarotirana oko x-ose. U
specijalnom slu¢aju kada nema cirkulacije (I' = 0) tada se dobija da su zaustavne tacke:
z1 2 =*R $to odgovara acikli¢nom opstrujavanju kruznog cilindra — Poglavlje 8.2.12.

Na povrsini opstrujavanog cilindra je » = R, komponente brzine prema (8.90) su:
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d) Aeroprofili Zukovskog

Osnovna ideja Zukovskog jeste da se cikli¢no strujanje oko kruznog cilindra
iskoristi za definisanje oblika aeroprofila. U teoriji aeroprofila ova ideja ima
fundamentalni znacaj, jer se po prvi put do oblika aeroprofila doslo na elegantan
matemati¢ki nacin metodom konformnog preslikavanja uz primenu transformacije
Zukovskog. Tom prilikom u ravni £ u odnosu na koordinatni pocetak centar kruga je u
opStem sluc¢aju smesten u tacki {y =& +ing = —€+id, gde su ekscentriciteti £y =—¢ 1
Nog =90, 1 krug prolazi samo kroz jednu singularnu tacku. Pri preslikavanju kruga
polupre¢nika R iz ravni { u fizicku ravan z dobija se aeroprofil, odnosno cela gama

aeroprofila Zukovskog &iji oblik prvenstveno zavisi od parametara transformacije: R, c,
€ 1 8. Svi ti oblici mogu se podeliti u dve grupe - simetri¢ni i nesimetri¢ni profili
Zukovskog.

d.1) Simetriéni aeroprofil Zukovskog

U ravni { posmatrajmo krug ( R > ¢ ), ¢iji se centar nalazi na & osi na rastojanju

&y =—¢, odnosno u tacki: ¢, =—¢, Sl. 8.36, poluprecnika R =c+ ¢, koji prolazi kroz
tatku E=c na & osi, i ima jednacinu: (é;—s)2 +n2 =R?. Bilo koja tacka na krugu
odredena je kompleksnom promenljivom:
C=—e+R e?.
Iz transformacije Zukovskog:
2 0 2
z=(+—=—c+Re"" +
—e+Re
odreduju se koordinate profila u fizickoj ravni:

02

]
(R cos@—s)2 +R?sin? 0

CZ

]
(RcosG—s)2 +R%sin? 0
Dobijeni profil (8.118) u ravni z je simetrian, Sl. 8.36, 1 naziva se simetri¢ni aeroprofil

Zukovskog. Konkretan profil se dobija za R >1, ali blisko jedinici, i za & koje iznosi
nekoliko procenata od R.

ie :-..:x+ly

x=(RcosO—¢)[1+
(8.120)

y=RsinB[1-

Slika 8.36: Simetri¢ni profil Zukovskog.
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d.2) Nesimetriéni aeroprofil Zukovskog

U ravni  sa Sl. 8.37 posmatrajmo krug R >c, Ciji se centar nalazi u tacki
Co=E&p+ing =—€+id, gde su ekscentriciteti £y =—¢ 1 1y =0, 1 koji prolazi kroz
tatku € =c na & osi. Jednacina ovog kruga je:

(E-e)2+M+8)2=R> ; R=y(c+e)>+38%,
a bilo koja tacka na njemu odredena je kompleksnom promenljivom:
§=Cyg+Re® =—c+id+Re™.
Sa ovom kompleksnom promenljivom iz transformacije Zukovskog:
2 2

Z=C+c—=—8+i5+Reie +c—.e=---=x+iy >
—e+id+Re'
odreduju se koordinate profila u fizickoj ravni:
2
x=(RcosO—¢)[1+ zc 2]
(RcosB—¢g)” +(Rsin0+9)
5 (8.121)

y=(Rsin0+8)[1— ¢

]
(Rcos®—¢)? +(Rsin 0+ 5)?

2c 2c X

Slika 8.37: Nesimetri¢ni profil Zukovskog.

Jednagine (8.121) definidu nesimetriéni profil Zukovskog i one imaju opiti karakter, a iz
njih se u specijalnim slu¢ajevima dobija da se iz ravni { krug polupre¢nika R u ravan z
preslikava u:

a) ravnu plo¢uduzine 4R ,za: R=c, €=01086=0;

b) wuelipti¢ki cilindar, za: R>c, e=010=0;

¢) kruzniiseCak,za: R>c,e=0106>0;1

d) simetri¢ni profil Zukovskog, za: R>c, €>01i 8=0.

d.3) Priblizno odredivanje aeroprofila Zukovskog

Posmatrajmo cikli¢no opstrujavanje kruznog cilindra poluprecnika R, ali za razliku
od onog sa Sl. 8.37, neka je cirkulacija pozitivna (I" > 0), §to znaci da ¢e u odnosu na
Sl. 8.37 crtez kruga biti kao u ogledalu-simetrican u odnosu na vertikalnu osu (v. Sl.
8.38). Prema tome, centar kruga smeSten je u tacki {y =e+id. U ravni  proizvoljna

0

tacka M na krugu definisana je kompleksnim potencijalom: = re', a radijus r je
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u kome je Re=0v,D/v - Rejnoldsov broj. Primenom izraza (9.27) Darsijeva formula se
mozZze napisati i kao:

I v2 32nl 128 i
—S ="y =V
D2 p? © p*
odakle se vidi da je pad pritiska pri laminarnom strujanju u kruznoj cevi linearno
proporcionalan srednjoj brzini strujanja ili protoku.

Polaze¢i od profila brzina (9.24) i izraza (3.68) komponente vrtloznosti fluidnog
deli¢a su:

Ap=ph

1 ov. ov 10v v
0,=0, ©.=0, 03:0)([):_( F-—)=———= m;,xr
2 Ox or 2 0r R
Dakle, i ovde se potvrduje da je laminarno strujanje vrtlozno i da je raspored vrtloznosti
u popre¢nom preseku cevi linearan, i da je maksimalna vrtloznost na zidu, za »=R i

iZnosi: ®pax = Umax/ R » pa je raspored vrtloznosti definisan kao:

Z}l’l'laX r
O="T2r =0 . —
RZ max R
i prikazan je na SI. 9.5. Koriste¢i jedna¢inu vrtloznih linija (3.79) lako je pokazati da su
vrtloZnice koncentri¢ni krugovi » = const.

9.3. Laminarno strujanje u koncentricnom kruznom procepu

U inzenjerskoj primeni postoje brojni slucajevi kada se kroz cilindri¢nu cev
poluprecnika R, kre¢e neko cilindri¢no telo - klip poluprec¢nika R; konstantnom
translatornom brzinom U (Sl. 9.6a). Tada je strujni prostor izmedu klipa i cilindra
koncentri¢ni prsten visine #= R, — R, (Sl. 9.6b). U vecini primena ovaj procep jeste
mali, ali ipak dovoljno veliki da se fluid u njemu smatra neprekidnom sredinom. Ispred i
iza klipa duzine / vladaju pritisci p; i p, (p, > p,), pa e se stacionarno strujanje kroz

koncentri¢ni kruzni procep protokom ¥ uspostaviti usled prisutnosti dva efekta —
kretanja klipa brzinom U i razlikom pritisaka Ap = p, — p,. Ovo strujanje se razmatra u
polarno-cilindri¢nom koordinatnom sistemu 7-@-x , i za njega vaZze iste pretpostavke kao
i za laminarno strujanje u cevi kruznog poprecnog preseka (Poglavlje 9.3), pa i iste
jednacine kretanja i kontinuiteta (9.12-14), i njihova transformacija na obicne
diferencijalne jednacine (9.19). Dakle, na ovaj nacin, uz iste grani¢ne uslove za pritisak,

i U
pl V pz ':> x
L }-m—
R2 R]
k=] === -]
| 4 F vy a b)

Slika 9.6: Laminarno strujanje kroz koncentri¢ni kruzni presek
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dobija se i isto reSenje za polje pritiska u kruznom akoaksijalnom prstenu:
X
p(x)=p—Ap 7 (922)
i opSte reSenje za brzinsko polje:
K
o(r) = —4—r2 +CInr+Cy . 9.23)
n
U odnosu na kruznu cev, ovde ¢e biti drugaciji graniéni uslovi za brzinu, i oni glase:
I":Rl : U(R])ZU ;}":Rz U(R2)=O,
tako da se njihovom primenom nad (9.23) odreduju konstante integraljenja:
K 2 52
U—-—(R) - R) 2 2 2
InR KR R —-R In R
¢ =— D G =U—t 2 L]
In(R/ Ry) In(R /R,) 4nm R*  In(R/Ry)

pa konacno reSenje za brzinsko polje u kruznom procepu je:

2 2 52
KR Ry —R
oy g BB g— Rkl B (9.28)
In(Ri/Ry) Ry 4m R R{In(R//Ry) &
Sa ovim profilom brzina zapreminski protok fluida kroz procep je:
Ry -R} A R} - R}
vV =2n [or)rdr = o =R ~RYH+ 2P (R2 —ROMRI+RE-2=1) | (9.29)
R2 T] R2
Rl lni ln—
R R

Zapreminski protok moze da se odrediti i kao: V = TC(RZZ - Rlz)vs , to sledi da je srednja
brzina strujanja u kruznom koaksijalnom procepu:

2 p2
1 1 ApR? R Ry /Ry —1
0y =Ul————% 1+ g;f 2232, 2—1;] . (9.30)
2ln=2 (2221 oM nf2
R R R’
Uvrstimo u izraz (9.30) pad pritiska preko Darsijeve formule:
/ 02
A A——= . Dy =2(Ry-R
P =P D, 2 n=2(R —Ry)

gde je Dy =44/0 hidraulicki precnik prstenastog procepa, i koristimo bezdimenzijski

geometrijski parametar n = R;/ R, , dobijamo izraz za koeficijent trenja:

64 (1-n’lnn {1+U1—n2+2nzlnn]

(9.31)
Re -2 +(1+n)Inn| 0y 2(1-n’)nn

koji zavisi od Rejnoldsovog broja: Re=0v,D /v i odnosa brzina U/vg. Na osnovu
profila brzina (9.28) viskozni napon na pokretnom klipu je:

2
n| U ApRl 1—-n
T]( )i" Rl I:l nn 4'[]1 ( nzlnn) >

tako da je sila viskoznog otpora koja deluje na klip:
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2 p2
Ry /R{ —1 2
Fy =1, 2Rl = ApRPm| 1- /R -1, 2nml (9.32)
21nR2/R1 lIle/R]
1z rezultata (9.28) i (9.31) lako je dobiti reSenja za brzinsko polje i koeficijent trenja, u

slu¢aju kada klip miruje (U =0):

ApRlz{l_(Lz_ R} - R} mL} 64 (=n’Inn

Z)(r): e
4nt R" R'n(R/Ry) R Re |—pn? +(1+n%)Inn

i u slucaja kada nema klipa: R; — 0 tada n — 0 reSenje se svodi na laminarno strujanje
u cevi kruznog popre¢nog preseka, izrazi (9.24) i (9.27):

o)=L (RB-ry . a=S
4n! Re

9.4. Laminarno opstrujavanje sfere - Stoksovo resenje

Posmatra se usamljena sfera polupreénika R=d/2 sa SL 9.7 koja se opstrujava
viskoznim fluidom sa relativnom brzinom neporemecene struje v,. Zahvaljujudi
ook uvodenju relativne brzine v, istovremeno se
\ / v, tretiraju razliciti sluc¢ajevi: a) kada fluid miruje

a sferna Cestica se kreée kroz fluid
konstantnom brzinom v, : b) kada sferna

¢estica miruje-lebdi u fluidu koji je opstrujava
brzinom v,; c) ili ako se fluid krece brzinom
v a Cestica u istom praveu brzinom u tada

Je relativna brzina v, = v g ako se fluid i
Cestice krecu u istom, ili v,=v,+u; u

suprotnom smeru. U nekoj tacki strujnog
y=const. prostora definisanoj Dekartovim x, y i z ili
sfernim », ¢ i 0 koordinatama:

x=rsinBcosq, y=rsinBsing, z=rcosH

- YN YR RN P brzina strujanja je:

Slika 9.7: Opstrujavanje sfere V=040 +0, ]+ 0k =UH, + VgHg +Tphg -

Neka je strujanje nestisljivo, izotermsko (7 = const. , 1 = const. ), stacionarno (8/t=0),
osnosimetri¢no (v, =0, 0/0p=0) i neka su zapreminske sile zanemarljivo male. Za

ovo strujanje, a prema teoriji sliCnosti (Poglavlje 5.1.1), bezdimenzijski oblik Navije-
Stoksovih jednacina (5.29) svodi se na:

D 5 07T
Re?; ai’l :—EuRe—af7 + —L (9.33)
ox; X, O0x

gde su:
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9.5. Nestacionarno laminarno strujanje iznad ravne ploce
—sliéna resenja — Prvi Stoksov problem

Neka beskona¢no dugacka ravna ploc¢a mirije i iznad nje nalazi se nestisljivi fluid
gustine p i viskoznosti v, Sl. 9.8a. U pocetnom trenutku vremena plo¢a se trenutno
pokrene konstantnom brzinom U (SI. 9.8b) a fluid iznad ploce struji nestacionarno, i pri
tome sve strujnice su paralelne sa x osom. To nestacionarno laminarno strujanje fluida
iznad ravne ploCe naziva se prvi Stoksov problem, ili Rejlijev problem. Ovo strujanje je
ravansko: 0f/0z=0 ( f = p,v,...), jednodirekcijsko:

v (x,t)=0v,v,=0,=0.

y
i mogu se zanemariti zapreminske sile. Sa ovim pretpostavkama sistem Navije-
Stoksovih jednacina i jedna¢ine kontinuiteta svodi se na oblik:

w__lop, v o . v_

— = ; = ; —=0. 9.52),(9.53),(9.54
ot p Ox ay2 oy Ox ©052)(9:330.54)
1z (9.53) sledi da je pritisak p(x,?), a iz (9.54) da je brzina v(y,?). S obzirom na to da
spoljasnje strujanje nema gradijent pritiska JOp/0x =0, to pritisak ne zavisi od x
koordinate, pa se jednacina kretanja (9.52) svodi na oblik:

ov 0%v

—=v—.

o gy’
Parcijalna diferencijalna jednadina (9.55) je analogna sa parcijalnim diferencijalnim
jednacinama koje opisuju probleme difuzije, ili nestacionarnog prenosa toplote.

(9.55)

N

a) U b)
Slika 9.8.

Potrazimo reSenje parcijalne diferencijalne jednacine (9.55) u formi slicnih
reSenja. Metoda uopstene sli¢nosti kojom se dobijaju tzv. slicna resenja bazirana je na
ideji da se funkcija brzine od dve promenljive - v(y,t) predstavi kao funkcija jedne

promenljive:

o(y.n)=vm=7MmU (9.56)
gde je mn(y,r) nova nepoznata promenljiva — tzv. promenljiva sli¢nosti, a
bezdimenzijska funkcija f(n) zamenjuje brzinu strujanja, tako da se parcijalna

diferencijalna jednacina (9.55) transformise na obi¢nu diferencijalnu jednaCinu. Sa
izrazom (9.56) pojedini parcijalni izvodi jednacine (9.55) su:
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9.8. Osnove hidrodinamicke teorije podmazivanja — klizni lezaj

U inZenjerskoj praksi realna je potreba da se izvrS$i podmazivanje izmedu
pokretnog i nepokretnog dela i tom prilikom potrebno je ostvariti odgovarajucu nosivost
leZzaja. To moze da se ostvari hidrodinamickim podmazivanjem primenom tzv. “uljnog
klina”, ili filma fluida, prikazanog na Sl. 9.14q, koji se dobro aproksimira ravanskim
tankim slojem - klinom sa Sl. 9.14b, a takav lezaj se naziva klizni. Jedna od vaznih
primena kliznih leZajeva jeste kada je potrebno ostvariti veliku silu nosivosti u lezaju,
kao Sto je to npr. na vratilima hidrauli¢kih turbina kada se po obimu vratila velikog
pre¢nika ugraduje veéi broj kliznih leZajeva, pa je potpuno opravdano smatrati da je re¢
o ravanskom kliznom leZaju. Priblizna teorija koja je za ove namene razvijena naziva se
hidrodinamicka teorija podmazivanja ili Rejnoldsova teorija (iz 1886. god), i
zahvaljujuéi njoj mogu se odrediti polje pritiska i brzinsko polje u sloju za
podmazivanje promenljivog preseka. Posmatrajmo jedno ravansko strujanje sa Sl. 9.145
gde se jedan ravni zid krec¢e konstantnom brzinom U, a drugi zid duzine / je nepokretan i
nagnut pod uglom a. Prostor u kome se odvija strujanje jeste linearno konvergentan i
opisan jednadinom:

x
h(x)=h1—(h1—hz)7 ; (©.81)
gde su 7y i hy ulaznaiizlazna visina sloja fluida. Neka je strujanje: nestisljivo,

yA I

—
-

Y

- Xp —]

b)

e
o

Slika 9.14: Hidrodinamicki klizni lezaj.
stacionarno, izotermsko i ravansko. Koristimo pretpostavke: da je ugao nagiba mali
o ~tgo=(h —hy)/Il idaje debljina sloj # mnogo manja od duZine lezaja /, a njihov
odnos je mali parametar: € =4/l <<1, pa se zadovoljavanjem jednacine kontinuiteta
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dvy /0x+0v, /0y =0, dobija da je brzina u poduznom praveu mnogo veca od brzine u
popre¢nom praveu: v, >>0v,, a samim tim ostaje samo poduZna brzina v, =v. Sa

ovim pretpostavkama jednadine kretanja fluida i kontinuiteta (9.1)-(9.3) svode se na
obi¢ne diferencijalne jednadine (9.4):

dp _d%
dx  dy
1z druge od diferencijalnih jednacina (9.4) dobija se opste reSenje za brzinsko polje:
K
() =—— 2+ Oy +C, (9.6)
2n
Primenom grani¢nih uslova:
) »y=0, v(0)=U, 2) y=h,v=0
odreduju se konstante integraljenja:
Kh U
Cl = . C2 =U
2n  h

sa kojima se dobija reSenje za brzinsko polje:

K K i
o) _ LI | A (9.82)
U 2nU 2nU h
Ovaj profil brzina nizstujno je promenljiv u funkciji od vrednosti gradijenta pritiska

K(x)=—dp/dx, paje na ulazu u kanal za dp/dx >0 strujanje sporije, ¢ak je moguca i

pojava povratnog strujanja, da bi nizstrujno u nekom preseku gradijent pritiska bio
dp/dx=0 a prema (9.82) profil brzina linearan: v/U =1-y/h, i na dalje prema

izlazu iz kanala je dp/dx <0 a fluidna struja se ubrzava. Za stacionarno strujanje u
kanalu jedini¢ni zapreminski protok fluida odreden je izrazom:

h 2
: un( Kh
V:'[v l.dy =2 +1].
J WT-dy== (6nU J

S obzirom da je protok konstantan (¥ = const. ), i da je visina kanala %(x) to sledi da je
koeficijent K funkcija od poduzne koordinate:

¥ _ky=enU (____} . (9.83)
dx

Jednadina (9.83) poznata je kao Rejnoldsova jednacina hidrodinamicke teorije
podmazivanja za podmazujuci sloj promenljivog poprecnog preseka, tacnije radi se o
njenom elementarnom obliku, i iz nje se integraljenjem dobija polje pritiska:

p(x) x ; _
[dp=-JK@dr —>  px)=p - (V—hl”’—lyl R )
a njegov graficki prikaz dat je na Sl. 9.14¢. Koriste¢i grani¢ni uslov za pritisak:
x=1 3 p)=ps

iz izraza (9.84) dobija se zapreminski protok:
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dijagram nije operativan za primenu, jer vazi za homogenu hrapavost cevi. U praksi se
koriste industrijski proizvedene cevi kod kojih hrapavost zida cevi ima

——

Merenje pada
‘f h pritiska
o’

> Ispitivana cev

N S —
<= Merenje
v

protoka

Preliv Eg /VQJ

Slila 10.9: Shema Nikuradzeove instalacije.

slu¢ajan karakter, odnosno re¢ je o heterogenoj hrapavosti. Za ove komercijalne cevi
proizvodacdi daju podatke za visinu hrapavosti zida cevi (v. Tabelu T.10.1.). Iz
navedenih razloga Mudi (Moody) (1944) je, koriste¢i Nikuradzeove rezultate, a na
osnovu formula Poazeja (10.27), Prantla (10.28), Blazijusa (10.29), i Kolbruka (10.30)
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Slika 10.10: Nikuradzeov dijagram.

konstruisao dijagram A —Re prikazan na SI. 10.11, koji ima veoma $iroku primenu za

odredivanje koeficijenta trenja. Detaljnom analizom dijagrama pokazalo se da na njemu,

kao i na Nikuradzeovom, ima pet karakteristi¢nih oblasti, i to:

@ - oblast laminarnog strujanja,

@ - prelazna oblast,

® - oblast hidrauli¢ki glatkih cevi A = A(Re),

@ - oblast hidrauli¢ki hrapavih cevi A = A(Re,8/ D), i

® - oblast hidrauli¢ki potpuno hrapavih cevi A =A(8/D), koja se jo§ naziva i
kvadratna oblast.

® Oblast laminarnog strujanja

Oblast laminarnog strujanja na logaritamskom dijagramu prikazana je pravom
linjjom ©. Koeficijent trenja pri laminarnom strujanju kroz cevi kruznog popre¢nog
preseka moze odrediti izrazom Poazeja A = 64/ Re (Re <£2320). Kako je A =A(Re) to
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ova oblast pripada hidraulicki glatkim cevima.
@ Prelazna oblast

Prelazna oblast, ili tzv. kriticna oblast, u podru¢ju vrednosti Rejnoldsovih brojeva
od 2320 < Re < 4000, predstavlja oblast prelaska laminarnog u turbulentno strujanje, ili
obrnuto. Ova oblast je nestabilna, te su i eksperimentalna merenja u njoj nepouzdana.

0.1
0.09
0.08
H 5/D=0,05
8'82 ——H §/D=0,04
| =+ 5/D=0,03
0.05 H §/D=0,02
8/D=0,015
0.04 8/D=0,01
0.03 0,005
0,002
0.02 | 0.001
I 0,0005
'k 1/4
A : | 1 A=0,3164/Re 0,0002
‘I:....... S— 0,0001
0.01 I 12 12
0.009 -] /v =2log(Rer )-0,8
0.008 i
R I I
103 "%k 104 105 106 107 Re 108

Slika 10.11: Mudijev dijagram - zavisnosti koeficijenta trenja od Rejnoldsovog broja i
relativne hrapavosti. Oblasti @-laminarna, @-prelazna, @-hidrauli¢ki glatke cevi, @-
hidrauli¢ki hrapave cevi i ®-oblast potpuno hrapavih cevi.

® Hidraulicki glatke cevi

U oblasti hidrauli¢ki glatkih cevi koeficijent trenja zavisi samo od Rejnoldsovog
broja A =A(Re). Ta zavisnost data je Prantlovom formulom (10.28) i Blazijusovom

aproksimacijom (10.29). Za Re > 10° odstupanja Blazijusove od Prantlove formule su
znacCajna te se zato pri ve¢im vrednostima Rejnoldsovog broja Blazijusova formula ne
preporucuje za upotrebu.

@ Hidraulicki hrapave cevi

U oblasti hidraulicki hrapavih cevi koeficijent trenja zavisi od Rejnoldsovog broja i
od relativne hrapavosti, tj. A=2A(Re,5/ D). Ova oblast se prostire od krive @ -
hidraulicki glatkih cevi do krive a-a, koja se naziva Rouzova granica koja predstavlja
granicu dvostruke zavisnosti A = A(Re,d/ D), 1 koja je definisana izrazom:

1 0 Re
Jo D200
Koeficijent trenja hidrauli¢ki hrapavih cevi odreduje se Kolbrukovim izrazom (10.30).
Ponekad se u literaturi ova oblast naziva prelazna oblast, pri tome se misli na prelaz od
hidralicki glatkih ka hidrauli¢ki potpuno hrapavim cevima.
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D0,1296 V1,852
A=12919—F<57c >, 1=10,6714—5—F<0 -
C%II/SSZVO’MB C}’I%;ZD4’87O
U slucaju strujanja vode (v = 107 mz/s) koeficijent trenja se svodi na oblik:
- 1034,52
C%gsz pO-0186 o 0148 -

e) Modifikovana Hazen-Vilijamsova formula (B=143,5, C=C,, a=0,6575,
b=10,5525)

po19 | 181

A=001217T—%—F7 , h= /
C11€81V0,19 994,13 C11€81D4,81

10.7. LOKALNI GUBICI STRUJNE ENERGIJE

Razvijeno strujanje u pravolinijskim delovima cevovoda je pravilno i nizstrujno
proprac¢eno nepromenljivim profilom brzina, konstantnim tangencijalnim naponom na
zidu 1 konstantnom vrednos¢u koeficijenta trenja. Medutim, kada takva pravilna fluidna
struyja naide na promenu oblika strujnog prostora ili promenu pravca strujanja
ravnomernost brzinskog polja se naruSava a strujanje po pravilu postaje veoma
kompleksno. Ta mesta u cevovodu sa slozenom geometrijom su: krivine, usisi, suzenja,
pros$irenja, slavine, ventili, ra¢ve i sl., i jednim imenom nazivaju se lokalni gubici
strujne energije. Za prikaz moguce strukture strujanja moze se izabrati bilo koji lokalni
gubitak, a radi jednostavnosti geometrije neka to bude krivina sa Sl. 10.14. U ulaznom

3 e Ml } e 4 To(X) 5

L2 ——— P pojasmisid

aF;, —
% == vz x
n 2 A Y - 4 5
7| (R vfps —
¢ Unutranji zid :
Trenje! Krivina . Trenje
Lokalni gubitak .

[ | -
1 1 a) b)

T AR Presek 2-2

Slika 10.14: Struktura strujanja u krivini.
preseku 1-1, pre krivine, je razvijeno strujanje sa poznatim korekcionim koeficijentima
oy 1 By . Prinailasku ovakvog strujnog polja na krivinu do¢i ¢e do znatnih poremecaja u

profilima brzina koji su prikazani u presecima 2-2, 3-3 i 4-4. Osnovni razlog poremecaja
profila brzina jeste promena geometrije strujnog prostora i promena pravca strujanja,
¢ime se menja koli¢ina kretanja. Naime, pri nailasku na krivinu fluidna struja ne¢e moc¢i
da prati geometriju strujnog prostora, pa ¢e zato na nekom mestu (tacka A) nastati tzv.
inercijsko odvajanje struje ¢ime se stvara vrtlozna zona VZ ¢ija se veliCina pretaze do
neke nizstrujne tacke B u kojoj se fluidna struja opet “lepi” uz zid cevi. VrtloZna zona je
deo strujnog prostora u kome deo fluida rotira po nepravilnim putanjama, a njen oblik i
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veoma vazan parametar odnosa protoka: ¢ = V2 /VO (0<g<1). Eksperimentalni

rezultati pokazuju da se javljaju vrtlozne zone V1 i V2, pri ¢emu vrtlozna zona V1
postoji samo pri veéim vrednostima parametra ¢, dok vrtlozna zona V2 zbog inercijskog
odvajanja (u tacki C) struje koja skreée postoji pri svim vrednostima parametra ¢, samo
Sto se sa promenom ovog parametra njena veli¢ina menja. U kontrolnoj zapremini
ograni¢enoj zidovima rac¢ve i presecima 0-0, 1-1 i 2-2 strujanje je trodimenzijsko, sa
jednim ulazom i dva izlaza. Za ovakvo strujnje nemamo pravo primene Bernulijeve
jednacine, medutim, uvodenjem razdelne povr§ine A-ZT formiraju se dve kontrolne
zapremine Vg, i Vi,, pa se sa njima lokalni gubitak racve razdvaja na dva lokalna
gubitka geometrija kontrolnih zapremina Vi; i Vy,;. Uvodenjem srednjih vrednosti
brzina i pritisaka u ovim kontrolnim presecima strujanje je jednodimenzijsko. Za ova
jednodimenzijska strujanja, uz pretpostavku da je uticaj promene visine zanemarljiv,
vaze Bernulijeve jednacine za strujne tokove 0-1 i 0-2, i jednacina kontinuiteta:

2 2 2
001 & 91
0y —+ po = POy — + py + =1
POoI =+ Po =P+ P PCo1 5
2 2 2
002 0 (4%
Poo == +P0=P01272+P2+PC0272

Vo=Vi+Vy — vpdy =04 +vy4,
U Bernulijevim jednainama brzine vy, 1 vy, su srednje brzine strujanja delova
preseka 0-0 kojima pripadaju zapreminski protoci prostrujavanja: Vl =091401 =014 1
skretanja fluidne struje: V, = vgpAgy = V24, , dok su o, (i=0,01,021,2) korekcioni
koeficijenti kineticke energije, a gy 1 {pp su koeficijenti lokalnih gubitaka strujne

energije pri prostrujavanju i skretanju struje, redosledno. Deljenjem povrSine ulaznog
poprecnog preseka na dve: 4, = 4y, + 4y, , a samim tim i kineticke energije preseka:

2
Ep= [ Zdn=L [P aa=L [P aa+2 [P s
Ao 2 24 2 Ao 2 Aoz
posredstvom definicije (10.6) dobija se veza izmedu korekcionih koeficijenata ulaznog
poprecnog preseka:
o = 001 () (1= g) + on (S g
Aoy Ay
Da bi odredili Koriolisove korekcione koeficijente neophodno je raspolagati sa
profilima brzina, a do njih se dolazi eksperimentalno. Na osnovu detaljnog
eksperimentalnog merenja profila brzina, pri turbulentnom strujanju u ravanskoj T-racvi
visine 4, odreduju se vrednosti korekcionih koeficijenata brzine koje su prikazane na Sl.

10.29, za odnose protoka ¢ =0,41 i g =0,64, ref. [10.7]. U ulaznom preseku T-racve
je razvijeni turbulentni profil brzina, koji prema Poglavlju 10.2, ima vrednosti
korekcionih koeficijenata By =1,02 i oy =1,058. Sa SI. 10.29 se vidi da nizstrujni
profili brzina znac¢ajno odstupaju od razvijenog, a najveca odstupanja su u oblastima
vrtloznih zona V1 i V2, i tek posle nizstrujnih rastojanja x/4>8+10 profili brzina se
smiruju 1 poprimaju karakter razvijenog profila sa o; =1058 i o, =1058. Ovi
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—&\ Kavitacijski rezim rada

\
\
\
P\
=\
\ Apy
—\
‘k( AprRENIE
\ A
\ Dk

A |
A |
A |
A\ Ap us
“
A

A ¥ 1
]
:

~ Y

IR s
P pehie

Slika 11.11: Kavitacija u pumpama.

gde je za prikazani cevovod: Ap, =p(C,5 +Cf +Cp +Al/ D) 0212 ukupan pad pritiska

u usisnom vodu. Iz ove Bernulijeve jednacine odreduje se usisna visina pumpe:
L

"2¢ pg

Na SL 11.11 prikazana je linija nizstrujne promene pritiska, ili ako se napise kao p/pg

H(p)=20=LL_4 (11.10)
pg

ona predstavlja tzv. piezometarsku liniju cevovoda. Za polozaj pumpe N pritisak na
ulazu u pumpu je p; i nema kavitacije, medutim, povecanjem usisne visine H pritisak
p1 opada i pri jednoj visini H = H,, , u tacki K, pritisak dostiZze vrednost pritiska
isparavanja tecnosti p; = p; ¢ime pumpa radi u kavitacijskom rezimu. Prema tome,
visina usisa pumpe pri kojoj postoji kavitacija je:
Hyw = H(pV)ZM—qu—A&
Pg 2g  pg
Da bi se sigurno ostvario bezkavitacijski rezim rada proizvodaci pumpi definisu visinu:

- A
NpsH = Lol TPV PoPy TP (11.11)

pg pg pg
koja se naziva neto pozitivna visina usisavanja pumpe, a indeks A oznacava da je re¢ o

dopustenoj visini, gde je p,,; = p; +o4p 012 /2 totalni pritisak u ulaznom preseku. U

strucnoj literaturi oznaka NPSH, je skracenica od engleskog termina - Net Positive
Suction Head Avalable, i odnosi se na usisni cevovod, dok se za samu pumpu definise
raspoloziva visina NPSHy odredena cksperimentalno. Za siguran rad pumpe bez
kavitacije treba da je ispunjen uslov: NPSH 4 > NPSH p, s tim da postoji preporuka da

je: NPSH ;> NPSHp +0.,5 [m].
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Ako pumpa radi duzi vremenski period u kavitacijskom rezimu, sigurno ¢e doci do
razaranja materijala od koga je napravijeno kolo i do oStecenja pumpe. Zato
kavitacijski rezim rada treba izbegavati i protiv kavitacije se treba boriti. Glavni teren
borbe protiv kavitacije pumpi je: pravilan izbor visine usisavanja, smanjenje usisnih
gubitaka, izbegavanje ugradnje regulacionih ventila u usisnom cevovodu, smanjenje
brzine strujanja fluida, i smanjenje temperature fluida na minimalno potrebnu.

11.3. HIDRAULICKI PRORACUN SLOZENIH CEVOVODA

Pod sloZenim cevovodima podrazumevaju se oni cevovodi kod kojih ima bar jedno
¢vorno mesto gde se cevovod grana - deli ili spaja. Ve¢ je, u uvodu ovog Poglavlja,
receno da postoje dva tipa sloZenih cevovoda — razgranati i prstenasti (SI. 11.1). Neka u
slozenom cevovodu ima z cevnih deonica, pa tada za hidrauli¢ki proracun treba koristiti
sistem od n algebarskih jednacina.
Ovaj  sistem  jednaCina  sadrzi
Bernulijeve jednacine za karakte-
risticne strujne tokove izmedu nivoa
tecnosti u rezervoarima i za zatvorena
hidrauli¢ka strujana kola, i jednacine
kontinuiteta za ¢vorove.

Za prikaz prorafuna razgranatog
slozenog cevovoda uzmimo eleme-
ntarni primer — slu¢aj tri rezervoara,
S1. 11.12. Posmatrajmo tri rezerovara:
A, B i C, iznad ¢ijih nivoa te€nosti
vladaju konstantni pritisci p;, 1 koji

Slika 11.12: Slozeni cevovod.

su povezani cevnim deonicama u
kojima su ekvivalentni koeficijenti gubitka C; (i=1,2,3). Koji ¢e smerovi strujanja biti
u cevnim deonicama zavisi od visina /4 i H 1 pritisaka p; . Pretpostavimo da su uslovi
takvi da se strujanje odvija od rezervoara A ka rezervoarima B i C, i neka su u cevnim
deonicama srednje brzine strujanja v; . Kako u slozenom cevovodu ima »n =3 cevnih
deonica, to je za hidraulicki proracun neophodno koristiti 3 jednacine, i to dve
Bernulijeve jednacine za strujne tokove izmedu nivoa 1-1 i 2-2, 1 1-1 1 3-3, i jednacinu
kontinuiteta za ¢vor - ra¢vu R:

2 2 2 2
ﬂ+gh=p—2+Clv—1+sz—2 ; ﬂ+gH=&+Clv_1+CSU_3;
P p 2 2 P P 2 2
Vi=Vy+V;, (11.12)

gde su protoci: V, = viDiz n/4 . 1z sistema jednacina (11.12) odreduju se tri nepoznate, i

to: tri brzine strujanja v; , odnosno protoci V;, ako je geometrija cevovoda definisana;
ili pri zadatim protocima odreduju se precnici cevi D; .

Ako je u odnosu na prethodno analizirani elementarni slucaj sa SI.11.12 razgranati
cevovod slozeniji, tada se za hidraulicki proracun cevovoda formira sistem jednacina
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SI. 11.1¢, koji je sa vise detalja dat na SL. 11.15. U cevovodu ima ukupno 9 ¢vorova, od
kojih je ulazni ¢vor i=1, izlazni évorovi su i=7,8,9, dok su unutra$nji ¢vorovi mreze

i=2,3,4,5,6, njih ukupno N, =5, ukojima su protoci potro$nje Vpi . U ¢vorovima

Slika 11.15: Elementarni primer prstenaste cevovodne mreze.

definiS§imo generalisane pritiske: P = p; +pgz; +pvi2 /2, (=1,...,9). Izmedu ¢vorova
nalazi se ukupno N =8 cevnih deonica smesStenih izmedu susednih ¢vorova ij, a

koeficijenti hidraulicke karakteristike u njima su K;;, sa padovima pritisaka

ij >
Apj = K,]VU” (57=12, 23, 24, 34, 37, 35, 46, 56, 69, 58),

gde prvi indeks - i oznacava ¢vor od koga se pretpostavlja da se vr$i strujanje a drugi

indeks j oznacava ¢vor ka kome se vrsi strujanje. Da 1i ée strujanje biti od ¢vora i ka

¢voru j protokom V,j , ili obrnuto protokom Vji zavisi od trenutne raspodele pritiska u

mrezi. Ovo namece potrebu da se u cevnim deonicama mreze uvede jednakost protoka
V,=-V

i Ji»

1 padova pritiska Ap; =—Ap;, a stvarne smerove strujanja dobijamo kao
jedan od rezultata proraCuna. Za hidraulicki proracun prstenaste mreze koristimo
Bernulijeve jednacine za ulazno - izlazne ¢vorove:

R =P, +Apyy +Apy; +Apy; B =K +Ap; + Apys + Apss + Apsg

R = Fy +Apyy + Apoy + Apys + Apgo (11.19)
Bernulijeve jednacine za zatvorene strujne krugove - prstenove P1 i1 P2, kojih ukupno
ima N, =2, ikoje sledec¢i jedan usvojeni smer strujanja obilaska prstenova glase:

Apy3 +Ap3y +Apgy =0 5 Apss+Apsg+Apgy +Apy3 =0 (11.20)

i jednacine kontinuiteta za unutrasnje ¢vorove mreze:

Via =Via+Vay + Vs 5 Vs =Vos + Vs +Vs3 + Vi3 5 Vg =Vou + V34 + V4 5

Jednacine (11.19) i (11.20) su istog tipa pa se uvodjenjem tzv. pseudo prstenova PP1,
PP2 i PP3, kojih ukupno ima N, =3, sa laZnim cevima 17; 18 i 19 u kojima su padovi

pritisaka jednaki razlici generalisanih pritisaka: Ap;;, =R —-P, Apjg=B—-F 1
Ap,y = P, — Py, Bernulijeve jednaine (11.19) lako se transformiSu na Bernulijeve

jednaCine za prstenove: pa npr. za prvu od jednacina (11.19) vazi:
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reakcije prenosi sa motora na
konstrukciju i €ini deo pogonske
sile aviona, a ukupna pogonska
sila dobija se kao zbir pogonskih
sila svih mlaznih motora koji se
nalaze na avionu. U ulaznom
preseku mlaznog motora protok
vazduha je wmy=p,v,4,, a u

izlaznom preseku protok gasova Komoraza ¢

. . . .. Kompresor ° urbina
je m, =m; +mg. UoCimo kontro- sagorevanje

Inu zapreminu izmedu preseka 1-1 Slika 12.3: Mlazni motor

i 2-2 u kojoj se odvija promena koli¢ine kretanja, i smatrajuéi da su ulazna i izlazna
struja gasa uniformne (f, =f, =1), primenom zakona o promeni koli¢ine kretanja
(12.1) za pravac kretanja x dobijamo silu:
R=poAi+mu, —pyd; —myvy + P,
u kojoj je sila pritiska okolnog vazduha koja deluje na spoljaSnju povrSinu 4, motora:
Py = J.AS (pdd), =—p, (4 —4;) -

Kako je osnovni interes odrediti silu potiska mlaznog motor F, a ne silu reakcije R, to
primenom trec¢eg Njutnovog zakona: F = —R, sledi da je:

‘F=(m1+mG)UM - voo+(p2_poo)A2‘ (12.9)

$to predstavlja opsti izraz za silu potiska turboreaktivnog mlaznog motora. Za dozvuéna
strujanja izlazni pritisak je p,=p, , a razlikuje se od p, kod nadzvucnih strujanja
gasa. Ako se na izlazu iz mlaznog motora posmatraju dozvucna strujanja, i uzme u obzir
da je maseni protok goriva mnogo manji od masenog protoka vazduha ( n7; >> m; ), tada
se prema (12.9) sila potiska mlaznog motora odreduje pribliznim izrazom:
F,, =m(v,, —v,), odakle sledi opsti zakljucak: da bi sila potiska turboreaktivnog
mlaznog motora bila veca mora da je razlika brzina isticuceg mlaza i neporemecene
struje $to veca.

Izraz (12.9) za silu potiska mlazog motora moze se iskoristiti i za pogon raketa, s
tim da se takav mlazni motor naziva raketni motor. Kod raketnog motora sa Sl. 12.4
nema ulaznog protoka s, , ve¢ samo masenog protoka produkata sagorevanja m, koji

na izlazu konvergentno-divergentnog mlaznika

P
istiCu brzinom wv,,, tako da se prema (12.9) 2 O
. . .. - F
sila potiska raketnog motora dobija kao:
2

F=myvy +(pr-ps)4; -

Slika 12.4: Raketni motor
12.4. OJLEROVA JEDNACINA ZA TURBOMASINE

Posmatrajmo radno kolo centrifugalne turbomasine — pumpe ili ventilatora sa Sl.
12.5, koje je definisano geometrijskim veli¢inama: precnikom, Sirinom i uglom lopatica,
na ulazu D, =2x, b, i B, 1 na izlazu iz kola D, =2r,, b, 1 B,, redosledno. Kolo

centrifugalne turbomasine rotira se konstantnom brzinom obrtanja » [min™'], odnosno
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ugaonom brzinom ® =nn/30. Na ulaznom i izlaznom precniku kola definisu se
obimske-prenosne komponente brzine: u, = ®r i u, = ®r,, i relativne-tangencijalne na
lopaticu brzine strujanja fluida w; i w,. Na osnovu ovih komponenata odreduju se
apsolutne brzine na ulazu i izlazu kola kao:

U= +W =0y, +0), ;5 Uy=Uy+Wy=0y,+0y, ,
a svrsishodno je ove brzine razloziti na komponente u obimskom: v, i v,,, i

radijalnom pravcu: 9, i 0,,.Radijalne komponente apsulutne brzine odreduju se iz

Slika 12.5: Kolo centrifugalne turbomasine.
jednatine kontinuiteta: ¥, = v, D;nh, i iznose: v, =V, /Dmb;, a vaze i veze izmedu
komponenata brzina: v, =w,. 1 w, /w, =1gB;, a projekcije apsolutne brzine na
obimski pravac su:

4 .
=u;—w, =u;———E—  (i=12).
Dymb; 1gp,

Usled proticanja fluida kroz kolo turbomasine zapreminskim protokom Vk polja pritiska

i brzine se menjaju zbog ¢ega dolazi do promene koli¢ine kretanja, a sila reakcije kola
koja deluje na lopatice, prema (12.1) je:

R=pV(3,-9)+P,~F .
Moment sile reakcije, u odnosu na osu rotacije, prema (12.2) definisan je kao:
M =7 x(pV; 0y + Py) =R x (pV, 0, + B) = pV (5 x By~ x )
pri ¢emu su momenti sila pritisaka 7; ><13,. =0, jer su vektori 131 i 7; kolinearni (i=1,2). U
skalarnom obliku moment promene koli¢ine kretanja na vratilu turbomasine je:
M =V, (03,1, =0, 1i) - (12.10)
i on daje snagu kola P, = M ® . U turbomaSinama — pumpama, ventilatorima i turboko-

mpresorima radnom kolu preko vratila dovodi se snaga F, =M o, koja se u kolu
transformiSe u hidrauli¢ku snagu P, = kaYk , pa iz jednakosti ovih snaga sledi izraz :

(12.11)

Y= vy,uy — 0,1 = ©(1y0y, —10y,)

koji definiSe teorijski napor kola turbomasine i naziva se Ojlerova jednacina za
turbomasine 1 predstavlja osnovnu jednacinu za proucavanje turbomaSina. Ojlerova
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13. HIDRAULICKI UDAR

Hidrosistemi obi¢no rade u stacionarnim rezimima, tj. kada su sve strujne veli¢ine
nezavisne od vremena. Medutim, u toku rada hidraulickog sistema veoma je Cesta
potreba za promenom protoka fluida ili pritiska, tj. rezima rada, §to se postize
otvaranjem ili zatvaranjem ventila, ili promenom rezima rada pumpe. Tom prilikom
stacionarnost strujanja se naruSava sve dok se ne postigne novi stacionarni rezim.
Strujanje izmedu dva stacionarna rezima je nestacionarno i naziva se prelazni proces.
Ako se u hidraulickim sistemima promene brzine i pritiska odigravaju brzim otvaranjem
ili zatvaranjem ventila, naglim zaustavljanjem ili startovanjem pumpe, ili naglim
ispadom turbine, takav prelazni proces se naziva hidraulicki udar ili skraceno
hidroudar. Hidroudar je nezeljena pojava u hidraulickim sistemima jer za posledicu
moze da ima: pojavu buke, vibracije, teskoc¢e pri organizaciji vodenja procesa transporta
ili distribucije fluida, oSte¢enja cevi ili cevnih elemenata (ventila, pumpi ili turbina), i
havariju cevovoda. Samu neZeljenost i naglost pojave dobro opisuju kori§¢eni termini:
fancuski “marteau de I’eau” i engleski “wather hammer” koji znace vodeni cekic.
Najnepovoljniji efekti u hidraulickim sistemima javljaju se pri naglim zatvaranjima
ventila, te je zato proucavanje ovako nastalog hidroudara od posebnog znacaja. Radi
uvodenja u probleme nastale hidroudarom posmatraée se idealizovano-neviskozno
strujanje kroz pravu cev povrSine popreénog preseka A u koju je ugraden regulacioni
ventil V sa Sl. 13.1. Neka je na pocetku ventil otvoren a kroz cev se odvija stacionarno
strujanje poznatom brzinom v, . Ako se u jednom trenutku (#=0) ventil naglo zatvori u

cevi ¢e nastati hidroudar koji ima Cetiri faze, i to:

Prva faza - Zatvaranjem ventila fluid koji se nalazi u njegovoj blizini naglo ¢e se
zaustaviti, a kineticka energija tecnosti se transformiSe u pritisnu, $to se manifestuje
porastom pritiska. Ovu promenu fluid ¢e osetiti kao jedan "Sok", a informacija o ovoj
promeni uzvodno kroz cev prenosi se brzinom c¢ koju nazivamo brzina propagacije
poremecajnog talasa pritiska, dok ¢e fluid u drugom delu cevi po inerciji i dalje
nastaviti da se krece brzinom v, . To znaCi da u cevi razlikujemo poremecenu oblast
gde se fluid ne kreée i neporemeéenu oblast gde fluid struji, a granica izmedu njih je
front poremecéajnog talasa (S1. 13.1a). Ovom prilikom u poremeéenoj oblasti, gde je
v=0, doéi ¢e do porasta pritiska sa p na p+dp a na raCun smanjenja kineticke
energije fluida, $to dalje zbog elasti¢nosti cevi dovodi do poveéanja poprecnog preseka
sa A na A+dA. Usled naglosti promene pritiska porast pritiska dp je konacni porast

pritiska Ap, a brzina ¢ kojom se ovaj poremecaj Siri je brzina propagacije konacnih
poremecaja pritiska. Prirastaj pritiska Ap moZe biti mnogo veci od pocetnog pritiska p.
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Kada poremeceni talas dode do kraja cevi (SI. 13.15) celokupna cev je pod poveéanim
pritiskom p+Ap 1 poviSinom A+AA, 1 brzinom v=0. U odnosu na pocetno

stacionarno stanje, a zbog povecanja povrsine poprecnog prescka, u cevi ¢e se nalaziti
veéa masa vode. Prva faza porasta pritiska i povr§ine popre¢nog preseka je
najnepovoljniji period promene pritiska, jer u njoj moze doéi do osStecenja spojeva ili
pucanja cevi — havarije cevovoda. Nailaskom poremecanog talasa na novu Cvrstu
granicu ili rezervoar vrsi se njegova refleksija-promena smera §irenja.

Druga faza — Dolaskom poremecajnog talasa na pocetak cevi vrsi se refleksija i
poremecajni talas pritiska se vraca ka ventilu (S1. 13.1¢). I ovde se poremecajni talas
kre¢e brzinom ¢, medutim, da bi se razlikovali smerovi talasa pritiska od ventila i

reflektovani talas uobi¢ajeno je da se koriste oznake ¢ za smer od ventila, odnosno od
izvora poremecaja, i ¢ za reflektovani talas. U fazi refleksije talasa smanjuje se
povrsina popre¢nog preseka, i vraca se na prethodnu vrednost 4, a iz poremecéenog dela,
gde postoji viSak mase vode, voda struji brzinom v =-v_ ka neporemecenom delu, s
tim §to je sada smer strujanja suprotan u odnosu na prvobitni. Dolaskom reflektovanog
talasa pritiska brzinom ¢~ do ventila V (Sl. 13.1d) celokupna cev je sa brzinom
strujanja v =—v_ i povr§inom 4.

Y
/
AV < L
L Ld 4= x Do =0 |V
- - I
U=Uo C U=UO
A — < _:4_—"_A_/£_ <NC p CJr o
) —— X
= = A4 i
A+A4 v=0 v=0 - v=0 =
r
b) C ptAp i
=0 P A+AA4 )
=- X
<) E om0 N L
V=-0, . 5 ¢ 2
2 R — vy i
U=-Uo " i < ct
== =AM o0 ) L S
©) ! ! ™ T
' = v=0
A-AA4 v=0 =
b —_— G p-Ap 1
( L = =0 S A4-04 ©
g) - 2 | T
= X ~
V=V, 2 p c
h) == : 4 ~y
. -
i) # .

Slika 13.1: Faze hidroudara u cevi.
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1
p_°=(1+—K2_1M2)K_1 z1+%M2+ 2;KM4+ @-RG=20) \oy o (1433)

p 48
Graficki prikaz aproksimativnih funkcija (14.32) i (14.33) dat je na Sl. 14.9. Vrednosti
1,06 funkcija:
108 NESTISLJIVO | STISLJIVO / / (po _p) /(pv2 /2) =11 Po /p =1
/ odgovaraju slu¢aju strujanja po modelu
1.04 oo 7 /’ nestisljivog fluida, i u odnosu na njih
103 p vrednost Mahovog broja znacajno utice
2% // na vrednosti pritiska i gustine na nacin da
1.02 = Pe—p porastom Mahovog broja rastu i
101 % pv’/2 odstupanja u odredivanju pritiska i
e . K q
= gustine. Ako se, prema dogovoru,
1,004 . y ..
00 01 02 05, 04 o5 zadovoljimo greSkom u odredivanju

pritiska do 1%, odnosno greskom u
odredivanju gustine do 2%, a $to je za
vrednosti Mahovog broja M <0,2

Slika 14.9: Uticaj Mahovog broja na
sti§ljivost gasa

strujanje gasa mozemo smatrati nestisljivim. Preko ove vrednosti Mahovog broja greske
u odredivanju pritiska i gustine po modelima nestisljivog i sti§ljivog strujanja postaju
velike i neprihvatljive. Iz navedenih razloga opste je prihvaéeno da se strujanje gasa do
vrednosti Mahovog broja M < 0,2 smatra nesti§ljivim, a za vrednosti M > 0,2 strujanje
gasa je stiSljivo. Ako se pri normalnim uslovima, gde je brzina zvuka ¢, =340,5m/s, sa
Mahovog broja prede na brzinu strujanja dobija se da se pri brzinama gasa do
v=cM <68 m/s strujanje moze smatrati nesti§ljivim. Ovaj kriterijum ispunjen je u
brojnim primenama kao na primer Sto su strujanja vazduha u ventilacionim i
klimatizacionim sistemima. S druge strane, strujanje gasa u turbinskim postrojenjima, u
raketnoj i vazduhoplavnoj tehnici obavezno treba rac¢unati po modelu sti§ljivog fluida.

14.4. POKRETNI POREMECAJI U FLUIDU

Svako telo koje se krece kroz fluid, odnosno svaka tacka na telu, izaziva
poremecaje pritiska, i ako smatramo da je taj poremecaj mali on se kroz fluid prenosi
brzinom zvuka: ¢ =,/ dp/dp . Radi jednostavnosti dalje analize neka telo predstavlja
pokretni taCkasti poremecaj. U zavisnosti od medusobnog odnosa brzine kretanja
tackastog poremecaja v i brzine zvuka ¢ pokretni poremecaj moze da izazova razli¢ite

efekte u strujnom polju.

a) Ako u tacki A sa Sl 14.10a telo miruje (v=0), i u njoj se izazove poremecaj
pritiska tada se u prostoru poremecaj ravnomerno-radijalno §iri brzinom c, i posle isteka
vremena ¢ front poremecéajnog talasa nalazi¢e se na sferi polupre¢nika c¢z. U narednim
vremenskim trenucima 2¢, 3¢ itd. front poremecajnog talasa je na sfernim povrSinama
poluprec¢nika 2ct, 3ct i td. Front poremecajnog talasa deli prostor na poremedeni i
neporemeceni deo - ,,zonu tiSine*. U svakodnevnom zivotu okruzeni smo brojnim
primerima nepokretnih tackastih poremecaja zvuka kao npr.: ¢ovekov govor, slusanje
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muzike, udarac ¢ekic¢a itd.; ili dobrom primeru vizualizacije ravanskih poremecajnih
talasa kada kamenci¢ pustimo da vertikalno padne na mirnu povrSinu vode a kao
poremecaj se pojavljuju koncentri¢ni kruzni talasi.

a)v=0 b)yv<c

c)v=c
2ct
v=c ct
-
A
Zvuéni zid —_| Zvuéni zid
Mahov konus

d) v>c Mahov konus 7

v>c

Slika 14.10: Kretanje poremecaja kroz fluid.
b) Kada se tackasti poremecaj krece brzinom manjom od brzine zvuka: v < ¢, odnosno
sa M <1, Sl. 14.105, posmatrajmo tri njegova uzastopna polozaja u tackama C, Bi A
koje se nalaze na ekvidistantnim rastojanjima AB=BC =ct , 1 1z njih se propagira
poremecajni talas Ciji se front nalazi na rastojanjima: 3ct,2ct i ct, redosledno. S

obzirom na to da se poremecaj izazvan telom krece brze od tela to ¢e fluid ispred tela
imati ,,informaciju“ da telo nailazi i strujnice ¢e se blagovremeno prilagoditi telu.

c) Specijalni slucaj kretanja tela jeste kada se telo kre¢e brzinom zvuka: v=c,
odnosno Mahov broj je M, =1, SI. 14.10¢c. U ovom sluc¢aju poremecaj je noSen telom
istom brzinom, i fluid ispred tela nema ,,informaciju® o nailasku poremecaja, ve¢ ée se
svi poremecaji koji su emitovani u trenucima: ¢, 2¢, 3¢ itd., nalaziti na sferama
polupre¢nika: cz,2ct 1 3ct, itd., i svi oni prolaze kroz tacku A u kojoj se nalazi telo i
oni formiraju jednu ravan kao granicu izmedu poremecene oblasti iza tela i
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promenom pritiska na izlazu p, = p,) koji je jednak pritisku okoline p, =p,,

kontroliSe se celokupno strujno polje u mlazniku, a protok moze da se menja u duhu

objasnjenja vezanog za Sl. 14.21.

A

D/Po

P¥pol N\

GRLO MLAZNIKA

€
2)

M

®)(6)

a
=

0 p¥po 1 P/Po

Slika 14.24: Rezimi strujanja u konvergentno-divergentnom mlazniku.

(3) - Rezim (3) odnosi se na ostvarenje kriti¢nog strujanja u grlu mlaznika, sa M =1
i sa pritiskom p*/p,, i izlaznim pritiskom D3y Jednakim pritisku okoline p;) = p,. U

ovom rezimu i u konvergentnom i u divergentnom delu mlaznika strujanje je dozvucno
izentropsko. Dalje smanjenje pritiska u izlaznom preseku p < ps) ne dovodi do

promene masenog protoka jer je mlaznik zaguSen (v. Poglavlje 14.6.2), i sve veli¢ine u
konvergentnom delu mlaznika ostaju nepromenjene.
(4) - Kada je na izlazu mlaznika pritisak p 4 manji od p3) - reZim (4), pritisak u

divergentnom delu iza grla opada i manji je od kriticnog a strujanje je nadzvuéno,
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izraza (14.68) dobija kvadratna jednacina:

(i*)z—(nx)i*m%:o :
p p

Cije je reSenje:

p 1 5 h
), =—[l+xx [1+K) —4x—] .
(oha=ll+x \/( K 4]

Zamenom ovog reSenja u (14.69) dobija se promena entropije u funkciji entalpije:

h 1 h
S—s*:cpﬁ—RlnE[l—i-Ki‘\/(1+K)2—4Kﬁ] , (14.70)
koja se naziva Rejlijeva kriva, a njen graficki prikaz dat na Sl. 14.27. Karakteristicne
tacke na krivoj su B i C. Kako je entalpija prema izrazima (14.62) i (14.63) jednaka:

h=c,T = const. M , 21 W/ B (M=1//x)

l+xM?
M<1

to posle trazenja ekstrema di/dM =0 sledi da

je tatka B definisana sa M =1/4/x , a samim hladenje - C(M=1)

tim 1 sa maksimalnom vredno$c¢u:

A'/
- — (2 — ) . 4
(T * )max (/’l * )max dic zagrevanje /

e

2

M>1

Koriste¢i  diferencijalne  oblike jednacine 3 hiédenje B
kretanja (14.6) i kontinuiteta (14.2) sledi da je u -
tacki C kriti¢no strujanje sa M =1. Prema tome Slika 14.27: Rejlijeva kriva.

ispod tacke C strujanje je nadzvucno a iznad

dozvuc¢no. Proces zagrevanja gasa pri dozvucnom strujanju je od tacke 1 ka tacki 2, a
kod nadzvu¢nih strujanja od 3 ka 4. Proces hladenja je suprotnog smera — kod
dozvuénih strujanja od 2 ka 1, a kod nadzvuc¢nih od tacke 4 ka tacki 3.

14.8. JEDNODIMENZIJSKO STRUJANJE GASA SA TRENJEM

Cevovodi kroz koje struji gas nazivaju se gasovodi, a u uZem smislu reéi pod
gasovodima se podrazumevaju magistralni cevovodi kojima se transportuje prirodan
gas. Duzina gasovoda je velika, ne retko i nekoliko hiljada kilometara, pa se trenje u
njima obavezno uzima u obzir jer ono dominantno uti¢e na strujanje. Cak i kada gas
struyji kroz mnogo krale cevi, kao npr. kroz pneumatske vodove za razvod
komprimovanog vazduha u fabrickim instalacijama, trenje mora da se uzme u obzir.
Standardni modeli strujanje gasa sa trenjem u cevima su izotermsko i adijabatsko
strujanje. Za strujanje u cevima, a prema izrazu (14.25) ireverzibilni deo koli¢ine toplote
koji potice od trenja:
ds,p=dm T Oq g v g (14.25)

T pAT D 2T
dovodi do porasta entropije, jer kod realnih strujanja uvek je: AD/dx >0, a strujanje je
disipativno neizentropsko. O koeficijentu trenja, kod nestisljivih strujanja fluida, bilo je
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15. LAMINARNI GRANICNI SLOJ

U praksi postoje brojni slucajevi kada je neko telo u kontaktu sa fluidom na nacin
da fluid miruje a telo se krece, npr. automobili, avioni, brodovi, vozovi itd.; ili se
fluidom opstrujava nepokretno telo, npr. gradevinski objekti. Tom prilikom inZenjersko
interesovanje jeste da se nade strujno polje i odredi sila otpora i sl. Za isto telo koje
miryje a fluid ga opstrujava brzinom v, , ili se telo krece brzinom v, a fluid miruje,

strujna slika oko tela koje miruje i strujna slika relativnog strujanja oko tela koje se
krece je identi¢na, pa ¢e se na dalje analizirati slucaj koji je jednostavniji za razumeva-
nje a to je kada telo miruje a fluid ga opstrujava. Sustinsku analizu opstrujavanja tela
prvi je dao Ludwig Prandtl 1904. god. On je strujanje preko ¢vrste granice podelio na:
(1) poremecenu i (2) neporemeéenu oblast. Poremecena oblast je tanka oblast u blizini
zida opstrujavanog tela u kojoj su prisutni gradijenti brzine, odnosno viskozni naponi
dolaze do izrazaja, i tu oblast Prantl naziva granmicni sloj, a dalje od zida viskoznost
nema uticaja na strujanje i fluid se smatra neviskoznim. Prantlov koncept grani¢nog
sloja je jedan od velikih rezultata mehanike fluida jer se njime realno strujanje deli na
viskoznu i neviskoznu oblast, a kako ¢e se kasnije u ovom Poglavlju pokazati sistem
jednaCina u grani¢nom sloju ima znacajno jednostavniji oblik §to olakSava njegovo
resavanje. Uzmimo jedno ravansko telo koje miruje, neka to bude aeroprofil' sa SI. 15.1
koji je opstrujavan neporemecenom strujom fluida brzine v, . U odnosu na prednju
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dp/dv<0 ¢ dp/de>0
4>:<7:‘
T, >0 < <0 a) b)

w

7,=0
Slika 15.1: Strujanje u grani¢nom sloju.
zaustavnu tacku ZT dolazeéa fluidna struja deli se na dve, jednu sa gornje i drugu sa
donje strane tela. Za proucavanje fizickog fenomena dovoljno je posmatrati samo jednu,
npr. gornju stranu tela. Telo u fluidnoj struji izaziva poremecaj koji se manifestuje
promenom brzine u strujnom polju, gde u odnosu na zaustavnu tacku ZT, u kojoj je
brzina v=0 i pritisak totalni p, , nizstrujno se fluidna struja ubrzava a pritisak opada,

! Grani¢ni sloj na opstrujavanom telu je tanak, a radi ilustracije debljine & ona je na SI. 15.1
prikazana znatno vecom.
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tj. strujanje je propraceno negativnim gradijentom pritiska (dp/dx <0). Pritisak u
nekom nizstrujnom preseku (tacka A na Sl. 15.1) ima minimalnu vrednost, tj. gradijent
je dp/dx=0, a od njega nizstrujno pritisak raste (p T,dp/dx>0) a brzina opada
(v ). Uzmimo proizvoljni presek ortogonalan na opstrujavano telo i nacrtajmo profil
brzina, pri ¢emu je brzina strujanja na zidu ©v=0, a viskozni napon je
T,, =N(0v/0y),y - U zoni porasta pritiska i usporavanja struje gradijent brzine opada

Sto izaziva opadanje viskoznog napona na zidu, sve do jednog preseka u kome je
1, =0. Tacka S na telu u kojoj je viskozni napon t, =0 naziva se tacka odvajanja
fluidne struje, ili tacka odvajanja grani¢nog sloja, i ona je karakteristi¢na jer nizstrujno u
odnosu na nju na profilu brzina postoji povratno strujanje sa t,, <0, odnosno formira
se vrtlog u blizini zida. U tacki S tangenta na profilu brzina se poklapa sa pravcem
normale opstrujavanog tela. Strujanje posle tatke odvajanja u recirkulacionoj zoni ¢esto
je propraceno nestabilnostima i prelaskom laminarnog u turbulentno strujanje gde je za
proracun strujanja potrebno koristiti drugaciji-slozeniji model. Postojanje recirkulacione
zone iznad zida opstrujavanog tela nepovoljno utice jer povecava silu otpora. Negativni
efekat odvajanja struje moze se reSiti «kontrolom» grani¢nog sloja, tj. njegovim
usisavanjem, $to odlaze ili eliminiSe tacku odvajanja. U proizvoljno izabranom preseku
izmedu zaustavne tacke i tacke odvajanja struje profil brzina izgleda kao na S1. 15.15. U
njemu se brzina menja od v=0, za y =0, do neporemecene brzine v v, za y —>x.

Teorijski uslov za brzinu v »v, za y-—> oo, kada se brzina asimptotski priblizava

brzini neporemecene struje inZenjerski nije prihvatljiv, ve¢ se na profilu brzina uocava
tacka gde se brzina neporemecene struje v, razlikuje od stvarne brzine v za neki

unapred dogovoreni procenat. Konvencionalno je usvojena greska od 1%, pa
ortogonalno rastojanje yoy, =8 na kome brzina strujanja ima vrednost 99% od brzine
neporemecene struje (v =099v,,) naziva se debljina granicnog sloja. U analizi strujanja
u grani¢nom sloju ova debljina ima krucijalnu ulogu jer upravo ona ¢ini granicu izmedu
viskozne i neviskozne, ili vrtlozne i nevrtloZzne, odnosno poremecene i neporemecene
oblasti.

U odnosu na zaustavnu tacku celom duzinom tela strujanje u grani¢cnom sloju moze
biti laminarno i tada koristimo termin laminarni grani¢ni sloj. Medutim, veoma cesto
posle zaustavne tacke na nekom rastojanju strujanje je laminarno, zatim usled
nestabilnosti postoji prelazna oblast, a posle prelazi u turbulentno, tako da u opstem
slucaju postoji laminarni i turbulentni grani¢ni sloj. Strujanje u turbulentnom grani¢nom
sloju ima znatno slozeniju strukturu u odnosu na laminarni grani¢ni sloj.

15.1. PRANTLOVE JEDNACINE

Teorija granicnog sloja koja se ovde izlaze vazi od zaustavne tacke do taCke
odvajanja grani¢nog sloja (SI. 15.1a@). Za dalju analizu uvedimo pretpostavke da je
strujanje: 1) nestiSljivo, 2) stacionarno, 3) dvodimenzijsko (v,, v, i v,=0), 4)
ravansko (0f /0z=0, f = p,v,,--+), 5) zapreminske sile su zanemarljivo male, i 6)

viskoznost fluida je konstantna. Za ovo strujanje vaze jednacine kretanja i kontinuiteta:
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turbulencije, a koje mogu da nam priblize problem koji proucavamo:

- Turbulencija je vrtlozno strujanje koje sadrzi vrtloge razlicitih veli¢ina.

- Turbulentno strujanje je haoti¢ni sistem sa mnogo stepeni slobode.

- Turbulentno strujanje je: nestacionarno, trodimenzijsko, nepredvidivo, disipativno
strujanje kod koga sve fizicke veliine imaju slucajni karakter, i kod njega se u svakoj
tacki strujnog prostora mogu definisati srednje statistiCke vrednosti strujnih veli¢ina.

Imajuéi u vidu da je turbulentno strujanje nestabilno i disipativno to sledi da je ono uvek

ireverzibilno. Takode, turbulentno strujanje moze biti nestisljivo i stisljivo.

Na kraju ovog uvodenja u svet turbulencije interesantno je navesti Sta su veliki
fizicari i dobitnici Nobelove nagrade rekli o turbulenciji. Nemacki fizicar Werner
Heisenberg kaZe: ”Kada umrem, postaviéu Bogu dva pitanja: Sta je relativnost? Sta je
turbulencija? Siguran sam da ¢e odgovoriti na prvo pitanje.“. Americki fizi¢ar Richard
Feynman kaze: ,, Turbulencija je najvece nereseno pitanje klasi¢ne fizike.”

16.1. NASTAJANJE TURBULENTNOG STRUJANJA

U Poglavlju 3.13 ve¢ je navedeno da postoje tri rezima strujanja: laminarni,
prelazni i turbulentni. Dva osnovna reZima strujanja su laminarni i turbulentni, pri ¢emu
je jedan “mirni’-laminarni i drugi ‘“nemirni”-turbulentni. Prelazak iz laminarnog u
turbulentno strujanje moze se objasniti nestabilnostima laminarnog strujanja. Postoje
razli¢iti tipovi poremecéaja koji mogu biti uzrok nastanka turbulentnog strujanja, kao
npr.. promena strujne geometrije, promena visine hrapavosti zida, gradijenti brzine,
pritiska ili temperature, spoljasnji akusti¢ni izvori, hemijska reakcija, elektromagnetno
polje, itd. Ovde ¢e se navesti samo lako razumljive Kelvin-Helmhol¢eve nestabilnosti
nastale u meSaju¢em sloju. Posmatrajmo dvodimenzijsko strujanje preko ravne ploce, sa
SI. 16.2a, koje se odvija razli¢itim srednjim brzinama v, i v, (v, >v;) sa donje i

gornje strane ploce. Usled odvajanja fluidnih struja sa zadnje ivice ploce, nastaje

ba) b) c) d) e)

U2
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Slika 16.2: Nastanak turbulentnog strujanja.

smicajno strujanje, a fluidne struje se mesaju. Oblast meSanja fluidnih struja u kojoj su
prisutne intenzivne promene brzine (gradijenti brzine) naziva se mesSajuci sloj ili
smicajni sloj. 1zdvojmo jedan sloj pravilnog oblika sa Sl. 16.2b koji se nalazi
neposredno posle odvajanja struja sa ploce, i koji predstavlja povr§ diskontinuiteta-
razdvajanja struja koje se krecu razli¢itim brzinama. Stabilnost ovog sloja se naruSava
jer se sa gornje i donje strane nalaze fluidni deli¢i koji se krecu razli¢itim brzinama, te
¢e se pocetni sloj prvo zatalasati (SI. 16.2¢), a kako i dalje vaze isti smicajni uslovi
deformacija je sve veca i veca, sve dok ne poc¢ne rotacija fluida (SI. 16.24d). Ova rotacija
dovodi do formiranja ravanskog vrtloga spiralnog oblika (SI. 16.2¢), koji se naziva
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Kelvin-Helmhol¢ev vrtlog. Nestabilnosti u smicajnom sloju koje su dovele do
formiranja vrtloga nazivaju se Kelvin-HelmholCeve nestabilnosti. Nastali vrtlog u
meSaju¢em sloju nizstrujno raste, i dalje ima spiralni oblik (Sl. 16.2f), ali njegova
struktura postaje sloZenija jer on usisava okolni fluid uz formiranje manjih vrtloga. Na
ovaj nadin formira se strujanje sastavljeno od velikog broja vrtloga koje se naziva
turbulentno. U prirodi primeri Kelvin-Helmhol¢evih nestabilnosti i formiranje vrtloznih
struktura su brojni: kod atmosferskih strujanja koja se
odvijaju izmedu slojeva razli¢itih brzina ili razlicitih
temperatura, strujanjem vazduha-duvanje vetra preko
morske povrsine-formiranje talasa, kod meSajucih
slojeva razli¢itih temperatura, uSca reka koje teku
razli¢itim brzinama i sl. Smicajna strujanja, ili polja
intenzivne promene brzine, tj. prisustvo intenzivnih
gradijenata brzine, mogu se uociti i u drugim-brojnim
primerima tehnicke prakse: iza opstrujavanih tela
(acroprofila, automobila, brodova i sl.) i gradevinskih
objekata, u cevima kada su prisutne promene
geometrije (krivine, racve, nagla prosirenja, ventili,
slavine itd.), u struyjnim masinama itd. U svim
navedenim primerima formiraju se vrtlozne strukture
koje c¢ine turbulentno strujanje. Moze se re¢i da Slika 16.3: Formiranje vrtloga.
turbulentno strujanje nastaje i odrzava se postojanjem  Umetnicka fotografija — vizua-
gradijenata brzine u meSajucim slojevima. lizacije dimom, Brennan (2005)

Sliénu strukturu formiranja Kelvin-Helmhol¢evog vrtloga i pocetak formiranja
slozenijih struktura vrtloznih cevi mogu se videti na umetnickoj fotografiji Brennan-a sa
Sl. 16.3 koja je dobijena fotografisanjem apstrakcije dima, $to nije niSta drugo do
vizualizacija strujanja. Sa gornjeg dela fotografije vidi se da se struktura Kelvin-
Helmhol¢evog vrtloga narusava. Naime, u centru vrtloga pritisak je manji od okolnog
Sto izaziva usisavanje okolnog fluida i deformisanje centralnog dela vrtlozne cevi.

16.2. TEORIJA KOLMOGOROVA

Kod turbulentnog strujanja prisutni su vrtlozi razli¢itih veli¢ina od najveéih
(makrovrtloga) do najmanjih (mikrovrtloga). Veli¢ina, ili razmera L, najveéih vrtloga
moze biti dimenzija strujnog prostora npr. precnika cevi ili visine stepenika kod naglog
prosirenja. Veli¢ina najvecih vrtloga nije definisana i u zavisnosti od najvec¢e dimenzije
strujnog prostora razmera najvec¢ih vrtloga moze biti od nekoliko milimetara ili metara u
cevima i kanalima, do reda veli¢ine veceg od 1000 km kod atmosferske turbulencije, ili
npr. na Jupiteru “crvene pege” predstavljaju makrovrtloge (mega vrtloge) dimenzija po
kracoj osi 12000-14000 km i po duzoj osi 24000-40000 km (Sl. 16. 4.) sa brzinama
strujanja reda veli¢ine 1000 km/h. Sa ove fascinantne fotografije vizualizacije strujanja
izmedu slojeva koji se krecu razli¢itim brzinama jasno se mogu uociti vrtlozi oblika
Kelvin-Helmholca. Pri kretanju, bez obzira na naéin nastajanja, veliki vrtlozi se zbog
nestabilnosti raspadaju na manje sve do najmanjih kada viskoznost fluida ne dozvoljava
dalje raspadanje vrtloga. Na kraju procesa raspadanja vrtloga dobija se razmera A
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Konac¢no, koristeci izraze (16.8) 1 (16.11) dobija se veza izmedu razmera mikrovrtloga
Tejlora i Kolmogorova:

——\/_R 1/4

iz koje sledi da je za izotropnu turbulencuu i istu vrednost Rejnoldsovog broja razmera
mirkovrtloga Tejlora mnogo manja od razmere Kolmogorova, StaviSe one nisu istog
reda veli€ine.

16.3. REJNOLDSOVA STATISTIKA

U proizvoljnoj fiksnoj tacki M turbulentne fluidne struje, definisane vektorom
polozaja 7, postavimo instrument za merenje neke fizi¢ke veli¢ine f =v, p,T,..., koja
moze biti jedna od komponenata brzine, pritisak ili temperatura, Sl. 16.8. Kroz ovu
taCku protokom vremena prolaze delovi vrtloga u kojima je sadrzana trenutna vrednost
fizicke veli¢ine razli¢itog intenziteta f(#,7), a vremenski zapis ove veli¢ine izgleda kao

na Sl. 16. 8. Sa ove slike se uocava nepravilnost mernog signala i sluc¢ajni karakter

@@M
ey T

fizicke veli¢ine. Ova osobina slu¢ajnog karaktera fizickih veli¢ina vodi ka ideji: da se
lokalno turbulentno strujanje analizira statisticki. Ideju primene lokalne statisticke
teorije u analizi turbulentnih strujanja predlozio je Rejnolds 1894. god. On je stvarno
vremenski promenljivo lokalno polje fizicke veli¢ine f(7,7), koja moZe biti skalar,

~i

0 [(; l0+T
Slika 16.8: Stohasticki zapis strujne velic¢ine f(¢).

vektor ili tenzor, razlozio na polje proseéne (ili osrednjene)® vrednosti 7 i fluktaciono
polje f'(¢), kao:
JED=FE)+ [0 (16.12)

gde je prosecna vrednost u toku vremena merenja 7 matematicki definisana kao:

7= lim %if(ﬂt) dr .

? Termin srednja brzina koristi se za osrednjavanje po preseku, izraz (3.21), dok se za srednju
brzinu po vremenu u tacki strujnog prostora koriste ravnopravni termini — prosecna ili
osrednjena brzina. Isto vazi i za druge fizicke veli¢ine. Polje fizickih veli¢ina dobijeno
vremenskim osrednjavanjem veli¢ina naziva se srednje ili osrednjeno turbulentno polje.
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predstavlja produkciju turbulentne energije. U standardnom k-¢ modelu konstante u
transportnim jednacinama (16.42) su:
C,=009; o,=13; C,=144; C,=192; C,=1.

Model k-¢ je najCesée koriséeni inzenjerski model proracuna turbulencije.
16.6.8. Model k-0

Turbulentna viskoznost k-¢ modela, izraz (16.41), moze da se napise kao:

v, =— (16.43)
®
gde je
1 ¢
0=—=".
C, k

Ovako definisana veli¢ina o zamenjuje disipaciju ¢, i ima dimenziju s i zato moze da
se nazove frekvencija disipacije ili specificna disipacija. Za definisanje turbulentne
viskoznosti (16.43) potrebne su dve dopunske jednacine za k£ i ®. Ovaj dvojednacinski
model naziva se model Vilkoksa (Wilcox) i datira iz 1988. godine, mada je njegove
osnove postavio Kolmogorov 1942. godine. Dve dopunske transportne jednacine za
kineticku energiju turbulencije i za specifi¢nu disipaciju glase:

Ok 0 Ok
—+0 P- ko+—-|N (M+—
P +7 ) PP ko a/[( s ]

0 n, . 0o
—+0 P- + +—)—
p(at a 2= pock pRw’ axj[(n S )éx}

o “Fj
gde konstante standardnog k—oo imaju vrednosti:
a=5/9; B=3/40; B =0,09; o, =2; o,=2.

Dvojednacinski modeli k-& i k-® imaju istu transportnu jednacinu za kineticku
energiju turbulencije, a do viskozne disipacije € modelom k-¢ dolazi se direktno, dok
modelom k- posredno. Model A-® daje bolje rezultate simulacije u blizni zida, dok
model k-¢ daje bolje rezultate dalje od ¢vrste granice. Za numeri¢ku simulaciju istog
strujanja modeli k-€¢ i k- daju sli¢ne rezultate, pri ¢emu se smatra da je model k-¢
ekonomic¢niji jer je za proracun potrebno manje racunarskog vremena.

16.7. TURBULENTNO STRUJANJE U CEVIMA

Turbulencija u dugackim pravolinijskim cevima i kanalima pri visokim
vrednostima Rejnoldsovog broja, koja se odvija u pravcu strujanja, statisticki je
uravnotezena i naziva se potpuno razvijena turbulencija, ili krace razvijena turbulencija,
Sto znaci da je u svakom nizstrujnom preseku cevi isti profil prosecne brzine, tzv.
razvijeni profil. Osnovni interes inZenjerske primene turbulentnog strujanja jeste analiza
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strujanja u pravolinijskim cevima kruznog poprecnog preseka, i poznavanje profila
brzina, napona na zidu i koeficijenta trenja. Odgovor na ova pitanja daje poluempirijska
teorija turbulencije, ili tzv. klasi¢na teorija turbulencije, koja je bazirana na
pojednostavljenom teorijskom modelu u kome se izvesni koeficijenti odreduju
eksperimentalno. Ova klasi¢na teorija pripada grupi algebarskih modela turbulencije sa
nula dopunskih jednacina.

Posmatrajmo stacionarno (gf/0t=0), osnosimetricno (Jf/0p=0), prosecno

strujanje u cevi kruznog poprecnog preseka, pre¢nika D =2 R sa Sl. 16.13a.

1. Umax o “y
°® I"I:::
@@
°
— .~ O
-
7 A
b) c)

Slika 16.13: Troslojna Sema turbulentnog profila brzine.
Komponente prose¢ne brzine su: v, =v, v, =7, =0, dok su komponente turbulentnih

’

napona: 0,0, =0 i v,v;, =0. Ovo strujanje opisano je Rejnoldsovim jednacinama i

jednacinom kontinuiteta, koje u polarno-cilindri¢énim koordinatama glase:
0= _5_1’_1[82(”3;) N p%} 0= _5_P+l£[r(nz_”_p v;v;)} , (16.44),(16.45)
r r r

0v/ox=0 (16.46)
1z jednacine (16.46) sledi da brzina v ne zavisi od koordinate x, tj. da je funkcija samo
od popre¢ne koordinate r ili y: v=0v(r)=v(y). Jednalina osrednjenog strujanja
(16.44) transformise se na oblik:

o — =5 1 =% 2

_(p +pvr2) = __p(vq)2 + Z];‘2) 5

or r
iz koga se integraljenjem u granicama od » (p=p(r)) do R (p=p,,, v'rz =0) dobija
promena pritiska u popre¢nom preseku:

R __
ﬁ(x,r)=pw—pv’,2+pj(v;2—vzpz)7 .

Ovaj izraz pokazuje da u poprec¢nom preseku pritisak zavisi i od turbulentnih napona,
medutim, ako ga primenimo za zid cevi (7 = R) pritisak je funkcija samo od poduzne
koordinate p(x)= p, (x), pa zato vazi: dp,, /dx=0p/0x, gde indeks w oznacava zid.
Zamenom ove veze u (16.45) dobija se diferencijalna jednacina:

dp 1d dv — 1d
w2 2 — 0V |=—— s 16.47
dx rdr [r(n dr PO x)} r dr o ( )

u kojoj je ukupan tangencijalni napon, prema (16.16):
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Struktura ovih izraza je ista, i oblika UAn==2 log(--+) . Zadrzavanjem formule za

koeficijent tranja u obliku 1/ ﬁ i samo sabiranjem podlogaritamskih funkcija Kolbruk

je dobio formulu:
) 2,51

1 -2 log(——+—+—
i 371D ReaA
kod koje koeficijent trenja zavisi od Rejnoldsovog broja i od relativne hrapavosti cevi, i

koja vazi za celokupnu oblast turbulentnog strujanja u cevima. Koriste¢i Kolbrukovu
formulu Mudi je konstruisao dijagram A =A(Re, /D), koji je detaljno objasnjen u

) (16.73)

Poglavlju 10.6.3, a sluzi za odredivanje koeficijenta trenja u cevima.
16.9. SLOBODAN TURBULENTNI MLAZ

Isticuéi mlaz fluida ima brojne primene u: energetici, vazduhoplovstvu, ekologiji,
procesnoj, hemijskoj i farmaceutskoj industriji, i sl., tako npr. mlaz izduvnih gasova iz
dimnjaka elektrana, fabrika i rafinerija, mlazevi vazduha koji se koriste za grejanje,
hladenje, ventilaciju ili klimatizaciju razli¢itih prostora, mlazevi fluida u raznim
tehnoloskim procesima, itd. Zbog vaznosti primene mlazeva fluida u ovoj oblasti
sprovedena su, a i dalje se vrSe, brojna istrazivanja - teorijska, numeri¢ka i
eksperimentalna. Mlazevi mogu biti slobodni i zidni. Kod slobodnog turbulentnog mlaza
strujanje se odvija u prostoru daleko od ¢vrste granice, tako da Cvrste granice ne uti¢u na
strujanje. Zidni mlaz je onaj kod koga se na jednom delu strujanje odvija preko ¢vrste
granice (npr. ploce) a drugom ima karakter slobodnog mlaza. U zavisnosti od toga kroz
kakav otvor nastaje slobodan turbulentni mlaz mozZe biti ravanski i osnosimetri¢ni.

a) Ravanski mlaz

Kada fluid isti¢e kroz pravougaoni poprecni presek duzine L1i visine 4 tada ako je
L > h mlaz se smatra ravanskim. Posmatrajmo izotermski simetri¢ni ravanski mlaz sa
S1. 16.16 koji istice iz kanala, visine 24, , u okolinu konstantnog pritiska, tj. kada nema
gradijenta pritiska (Jp/0x = 0). Kroz izlazni presek 0-0 mlaznice istice mlaz koji daje
pocetni profil brzina mlaza. Ako je isticanju fluida prethodila dobro oblikovana
mlaznica moze se smatrati da isticu¢i mlaz ima priblizno uniforman profil brzina
konstantne brzine U,. Mlaz usisava okolni fluid i nizstrujno se $iri. Trenutna granica
izmedu mlaza i mirnog-neturbulentnog fluida je nepravilna (v. Sl. 16.1), medutim, moze
se uvesti statisticki srednja granica koja se linearno menja i ¢iji je virtualni pocetak na
rastojanju x,/h=2+2,5. Mlaz se mozZe podeliti u dve oblasti i to: razvoja mlaza i
razvijenog dela mlaza. Pocetni deo razvoja mlaza karakterisan je postojanjem tzv.
Jezgra mlaza, ili potencijalnog jezgra, pod kojim se podrazumeva oblast u kojoj je
brzina konstantna i jednaka U,,. Kod osnosimetri¢nog mlaza jezgro je oblika konusa, a
kod ravanskog oblika klina. Veli¢ina jezgra ravanskog mlaza zavisi od kvaliteta
ulaznog profila brzina, intenziteta turbulencije, Rejnoldsovog broja (Re=Uyh/v) i
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iznosi /,/h=3+6. Ukupni ugao Sirenja mlaza je 24°+25°. Posle jezgra mlaza

nastavlja se oblast razvijenog mlaza koja se sastoji od prelaznog dela i oblasti slicnosti
koja je kod ravanskog mlaza x//4>10, a odnosi se na nizstrujno postojanje sli¢nih
profila brzina.

Stvarna granica mlaza Aproksimativna granica e
v
Virtualni pocetak (r)
V
0 aa = Un/2
I = Un
A A \ g —. _ | U
h bo", e — - m
‘ Tl
y

1T —> - s o == I -—
(D) b0< RO =—— = | ' x
0 =5k,
Jezgro mlaza
Razvoj mlaza | Razvijeni mlaza s
Xo L

Slika 16.16: Slobodan ravanski turbulentni mlaz.
U izlaznom preseku fluks koli¢ine kretanja mlaza je:
My =mU, =2byp LUE
Imajuéi u vidu da mlaz isti¢e u okolinu koja nije ograni¢ena ¢vrstim zidovima to nema

uzroka promene koli¢ine kretanja i fluks koli¢ine kretanja nistrujno ostaje konstantna,
Sto je osnovna karakteristika slobodnog mlaza:

M(x)=M,= 2pLIU2dy =2bypLU; =const. — byU; = IU2dy =const. (16.74)
0 0

Ravanski mlaz koji posmatramo neka je: stacionaran, izotermski, fluid je nestisljiv,
isti¢e u okolinu konstantnog pritiska, u njemu postoje dve komponente prosecne brzine
U=0v, i V=0,, i nema razmene koliine toplote sa okolinom. U ovom slu¢aju polazni

sistem jednacina kretanja i kontinuiteta svodi se na:
ou . oU i[(v )GU} U ov
Ox oy Oy Oy ox Oy
S obzirom na ¢injenicu da su u mlazu turbulentni mnogo veéi od viskoznih napona, ili

preko kinematskih viskoznosti vazi da je v < v,, to se polazni sistem jednacina svodi
na:

0

Ua—U Va—Uz—(t U) ; v 8V =0 (16.75),(16.76)
Ox oy Oy o é’y

i reSava se uz zadovoljavanje grani¢nih uslova:
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